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Квантовое рассеяние в калибровочных полях
адиабатических представлений
В работе развит геометрический подход к методу адиабатических
представлений для некоторого класса нерелятивистских гамильтониа-
нов. На этой основе исследованы соответствующие динамические урав-
нения с эффективными неабелевыми взаимодействиями, имеющими
смысл калибровочных полей, индуцированных размерной редукцией ис-
ходной задачи в специальном представлении. Доказана применимость
предложенного подхода к исследованию процессов 2-* (2,3) квантового
рассеяния в системе трех тел и получена двухсторонняя связь полной
и эффективной S-матриц. Изучены асимптотики решений эффективного
динамического уравнения и калибровочных полей адиабатических пред-
ставлений. Предлагаемый подход проиллюстрирован на примерах систем,
допускающих адиабатические представления с одномерной базой; в ряде
случаев доказан гильберто-шмидтовский характер оператора поля.
Введение
Адиабатические представления для нерелятивистских гамильтониа-
нов, являясь одним из мощных инструментов теоретического, а в послед-
нее время и численного, анализа, широко использовались для исследо-
вания свойств атомных и ядерных систем, характеристик фазовых пере-
ходов, динамики акустических и электромагнитных полей и т. п. [1]—[23].
В традиционном подходе эффективность перехода в адиабатическое
представление связывалась, обычно, с возможностью разбиения изучае-
мой системы на «медленную» и «быструю» подсистемы, выделением ассо-
циированных с таким разбиением малых параметров и последующим при-
менением теории возмущений по этим параметрам [1] —[5].
На этом пути трудности исходной задачи, такие, например, как мно-
гомерность или многочастичность, преодолевались как с помощью хоро-
шо развитой теории возмущений, так и формальным снижением размер-
ности конфигурационного пространства системы — размерной редук-
цией.
В последнее время, однако, были обнаружены глубокие связи адиа-
батических представлений с геометрическими структурами, определяе-
мыми процессами, происходящими в системе [6] —[23].
В такой интерпретации топологические инварианты, характеризующие
систему (фаза Берри, классы Черна и т. п.), а также связности, удли-
няющие производные в эффективных гамильтонианах, не ассоциированы
непосредственно с выделением «быстрых» подсистем, а определяются гео~
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метрией, порожденной спектральной структурой изучаемых операторов.
Именно, конфигурационное пространство наделяется структурой много-
образия, которое совместно с пространством состояний рассматривается
как расслоенное пространство, порожденное выделением тех или иных
степеней свободы системы. Геометрия этого расслоения определяется
как кинематикой системы, определяющей свойства базового многообра-
зия, так и ее динамикой, характеризующей слои и структуру расслоения
в целом. При этом связность на ассоциированном расслоении несет пол-
ную информацию о взаимодействии в системе.
Геометризация взаимодействий в адиабатическом подходе позволила
применить мощные и хорошо разработанные методы геометрии, алгебры
и топологии для изучения свойств решений динамических уравнений
в применении к широкому классу квантовомеханических систем и выз-
вала новую волну активности в этом направлении. Однако исследования
в этой области были в основном сосредоточены на рассмотрении дискрет-
ных спектров изучаемых гамильтонианов, компактных баз соответствую-
щих расслоений и конечномерных связностей на них. Обобщение геомет-
рического подхода на гамильтонианы с непрерывным спектром и по-
строение теории рассеяния для систем нескольких частиц в адиабатических
представлениях с неабелевыми бесконечномерными связностями до по-
следнего времени отсутствовало. Для решения этой задачи потребовалось
не только развитие алгебро-геометрической части описанного выше под-
хода, но и детальное изучение соответствующих аналитических и спект-
ральных аспектов. При этом оказалось, что проблема восстановления гео-
метрии в целом сводится в конечном счете к построению асимптотик решений
уравнения Шрёдингера. Асимптотическая информация о таких реше-
ниях служит инструментом исследования геометрии расслоенного про-
странства и при заданной калибровочной группе позволяет построить пра-
вильные эффективные динамические уравнения и изучить их свой-
ства.
В настоящей работе развит геометрический подход к методу адиаба-
тических представлений для некоторого класса нерелятивистских га-
мильтонианов и на этой основе исследованы соответствующие динами-
ческие уравнения с операторными неабелевыми взаимодействиями, имею-
щими смысл обобщенных калибровочных полей, индуцированных раз-
мерной редукцией в этих представлениях. В рамках предложенного под-
хода сформулированы граничные задачи для эффективных уравнений,
отвечающие процессам рассеяния 2 -> (2.3) в системе трех тел, проведен
асимптотический анализ неабелевых операторных связностей (калибро-
вочных полей) на некомпактных многообразиях и получены соотношения,
реализующие двустороннюю связь между ^-матрицами исходной и эф-
фективной задач.
Мы признательны нашим коллегам из отдела математической и вы-
числительной физики Ленинградского университета Л. Д. Фаддееву,
Б. С. Павлову, С. П. Меркурьеву, К. А. Макарову, П. Б. Курасову,
Л. А. Дмитриевой, а также сотрудникам лаборатории теоретической фи-
зики объединенного института ядерных исследований Б. Л. Марков-
237
скому и С. И. Виницкому, в плодотворных дискуссиях с которыми была
выполнена настоящая работа.
.1. Квантовые системы в адиабатическом представлении
§ 1. Адиабатические представления
для нерелятивистских гамильтонианов
Метод адиабатических представлений эффективен для исследования
квантовомеханических систем, динамика которых задается оператором
Гамильтона специальной структуры. Именно, пусть Ж — гладкое мно-
гообразие размерности п. Сопоставим каждой точке £ £ Ж гильбертово
пространство «fg, которое будем называть гильбертовым слоем, и рас-
смотрим множество ф функций на Ж таких, что в каждой точке £ £ Ж
значение функции / (£) t $Fg:
Ь = {f: l " f ( l ) £ f t } . (1.1)
Множество ip, очевидно, обладает структурой линейного пространства
и нормируемо, например, следующим образом:
/(6)| | 5r 6. (1.2)
Существенный супремум понимается в смысле некоторой положительной
меры на Ж. Для такого пространства ф будем использовать обозначение
в виде прямого интеграла по многообразию Ж:
(1.3)
ж
Введенное определение отличается от стандартного [24], где под прямым
интегралом вида (1.3) понимается гильбертово пространство с нормой
|| у; ||
 =
 (С || f (|) ц2
 d f A ^Л \ Однако для практических целей (исследо-
вания сходимости адиабатических разложений) удобно использовать
«не гильбертово» определение (1.2). Задача рассеяния, тем не менее, бу-
дет рассматриваться в соответствующем гильбертовом пространстве.
Будем говорить, что линейный оператор L: f н->- L/, действующий
в пространстве §, разложим в прямой интеграл, если для всех / £ ©,
лежащих в области определения оператора L, и для всех £ £ Ж выпол-
нено условие строгой локальности:
Lf: JOt~ (Lf) (I) 6 fb (Lf) (I) = Ht)f (I). (1.4)
Операторы L (£), действующие в гильбертовых слоях <Fg, будем назы-
вать слоями оператора L и использовать обозначение
l. (1.5)
Предположим, что гамильтониан квантовомеханической системы
1
действующий в пространстве §, имеет специальную структуру:
Н = h(g) I + L. (1.6)
Здесь оператор h (§) / действует как h по переменной £ и как единичный
оператор по дополнительным переменным, а оператор L разложим в пря-
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мой интеграл (1.5). Операторы L (|) предполагаем самосопряженными для
всех \<с М.
В рассмотренных ниже случаях описанная конструкция может быть
связана с расслоением соответствующего конфигурационного простран-
ства. Именно, пусть § — пространство функций на многообразии М =
— U ( ^ Х ^i) квадратично-суммируемых по мере d\ii по почти всем
(по мере dm (£)) многообразиям Ж | . Тогда говорят, что задано локально-
тривиальное расслоение [25] многообразия М, я: М-+- Л, с базой рас-
слоения Ж = U Z7| и слоями Ж | . Выбирая в качестве гильбертовых
слоев пространства fi — L2 (Л^, d\ii), придем к описанной выше
структуре (1.3) пространства §•
Самосопряженность операторов L (|) при всех \^ Ж гарантирует
полноту и ортогональность систем {ф
а
 (|)} из собственных функций
в гильбертовых слоях f^. Индекс а параметризует спектр L ( |): а = п
при &
п
 (I) б od (L (I)), a = q при eq (I) б ас (L (g)). Собственные функции
ф
а
 (Е) операторов L (£),
L (I)
 Ф п
 (|) = е
п
 (|)
 Ф п
 (6), L (I)
 Фд
 (Е) =
 Ч
 ( |)
 Фд
 (6), (1.7)
будем считать нормированными:
<Фп (Е), Фт (6)> - б
п т
, <ф, (|), ф^.(£)> = б (? - ?')• (1-8)
Здесь q -— параметр, меняющийся на униформизованной спектральной
ПЛОСКОСТР! U^ абсолютно-непрерывной части оператора L (£), так что функ-
ция е (£): q к->- 8
Р
 (|) задает накрытие U^ —• С. Через <•, •> обозначено
скалярное произведение в слое &%.
Операторы L (£) будем называть реперными операторами, поскольку
функции {ф
а
} образуют ортонормированный подвижный базис (репер)
т
параметрически зависящий от точки базы | б Л. В силу полноты {ф
а
}
и определения (1.1) всякую функцию 4я t ip можно разложить по реперу
{фа}- Обозначая через 2 j суммирование по дискретному и интегриро-
а
вание по непрерывному спектрам операторов L (£), запишем это разложе-
ние в виде
2 5 1 ? ) , (1.9)
г
Д
е
 Ха (5) t С — коэффициенты разложения:
Ха (£) = <Фа, ^ > . (1.Ю)
Представление (1.9) будем называть адиабатическим представлением функ-
ции W.
Всюду ниже будем предполагать, что Ж — гладкое многообразие без
края, а оператор h имеет вид
Л = - Д 6 + У ( £ ) . (1.11)
Сразу отметим, что мы здесь не рассматриваем вопросы измеримости
функций в используемых расслоенных пространствах и прямых интегра-
лах гильбертовых пространств и не обсуждаем точный смысл дифферен-
циальных операторов на многообразиях. Для широкого класса многооб-
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разий эти вопросы решаются стандартным образом [41]. Для рассматри-
ваемых ниже задач такие проблемы не возникают, поскольку соответст-
вующие многообразия обладают евклидовой структурой.
Рассмотрим уравнение Шрёдингера
HW = EW (1.12)
и подставим разложение (1.9) в (1.12). Проецируя на щ в пространстве
jFg, с учетом (1.6), (1.8), (1.11) получим уравнение на коэффициенты %
а
 (g):
2 S [— L (1) x
a
8
ab + 2 <V6q>a, Ф ь > V6xa + <АБФа. Фь> %а — (V (I) - Е) х Л ь ] = 0.
(1.13)
Определим оператор А (£), задав его «матричные элементы»
Л
а Ь
(£) = <
Ф а
, V6<pb>. (1.14)
Если а, Ъ нумеруют дискретный спектр оператора L (£), то соответствую-
щий блок оператора А (£) является матрицей, зависящей от параметра £.
При <z, Ь, пробегающих непрерывный спектр оператора L (£), блок опера-
тора А (£) есть интегральный оператор с ядром А
а
ь (£). Последнее, вооб-
ще говоря, является обобщенной функцией, поскольку собственные функ-
ции непрерывного спектра (pq (l) не лежат в пространстве <F|.
Нам потребуется следующее утверждение [10].
Л е м м а 1. Если Ж — гладкое многообразие без края и ф
а
 £ С2 (Л&)
х
то оператор А (I) удовлетворяет равенству
<
Фа
, Д | Ф ь> = ( V I + Л 2) а Ь. (1.15)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямым вычислением получаем:
V64ab<g) = V^  <Фа, V^b> = <Фа, Л |Фь> + <V^a, У6фь>.
С другой стороны, в силу полноты базиса {ф
а
}
= S ^ t V ? <Ф«' Фб> -
= — < V6<pa,
Складывая два полученных равенства, убеждаемся в справедливости (1.15).
Эта лемма вместе с соотношениями (1.7) позволяет переписать (1.13)
в виде эффективного уравнения для набора коэффициентов адиабатиче-
ского представления % (£) = {%
а
 (£)}:
[ - (V6 ® / + А Ш)2 + V(l) (8) / + Л (I)]
 х
 = Е%. (1.16)
Диагональный оператор Л (£) = diag {г
а
 (|)} содержит на главной диа-
гонали термы г
п
 (|) в «дискретной» части, а его «непрерывная» часть (отве-
чающая состояниям рассеяния реперного оператора) есть интегральный
оператор с ядром sq (£) 6 (q — q).
Эффективное уравнение (1.16) является основным объектом исследова-
ния настоящей работы. Определим класс функций, в котором ищутся его
решения. Введем следующие обозначения. Пусть N (5) = dim Pd (£) f^ —
размерность подпространства, отвечающего дискретному спектру опера-
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тора L (£). Через Ж (£) обозначим гильбертово пространство такое, что
^(,,iC
N
^®L2(Vi), если iV(6)<oo, i i 7
W
 \12®Ь2(Щ, если N&)=oo, {L'U)
с нормой
Ы
2 + $ M'dqf. (1.18)
Прямой интеграл таких пространств, понимаемый как
% = {F: JC*t~F(l)£9e (I)},
обозначим через
Ж = 5 0 Ж (I) dl. (1.19)
Символом § обозначим пространство квадратично-суммируемых на Ж по
мере dm (|) функций, принимающих значения в ^ : ip = L2 (J?, ^£, dm).
Для набора коэффициентов % (£) = {^
а
 (5)} адиабатического представ-
ления (1.9) справедливо следующее утверждение.
Л е м м а 2. 1) Если W £ $, то % (Е) £ Ж и для всех \Ь.Ж имеет место
равенство норм:
2) Если W б ©, ^о х (I) б ^ 2 (^» М (S)i ^ ) ^ имеет место равенство
норм:
11^11©= II Xlk(^ ,35?(6), dm).
Доказательство получается непосредственным вычислением с исполь-
зованием соотношения ортогональности (1.8).
Основным объектом, входящим в эффективное уравнение (1.16), явля-
ется оператор А. Он определяет связь между уравнениями на компоненты
Хо (по этой причине этот объект в физике именуется оператором неадиа-
батичности). Оператор А (£) является очевидно антиэрмитовым:
А
аЪ
 (I) = -А
Ьа
 (6). (1.20)
Если реперные функции ф
а
 могут быть выбраны вещественными, то для
таких индексов а из (1.20) очевидно следует
А
аа
 (I) = 0. (1.21)
Геометрический смысл оператора А можно выяснить пользуясь обоб-
щением понятия (аффинной) дифференциально-геометрической связности.
Последняя ^определяется [26] как линейная операция «ковариантного»
дифференцирования «вектор-функций» ч) б Ж в некоторой области Q d
С ^ с координатами j ^ , ?2> • • •> 5п} и задается формулой
ab1lb. Ц = 1, 2, . . ., 71, (1.22)
где т] = {т]
а
} — некоторый базис в слое <Fg, ^ ^ ^/^Е^. Воспользуемся
следующим определением, обобщающим стандартное [26] на случай бес-
конечномерного пространства f.
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О п р е д е л е н и е 1. Калибровочным полем или аффинной связ-
ностью называется набор операторных функций А^ (£) со значением
в гильбертовом пространстве $, который при изменении базиса ц = {ц
а
}
в этом пространстве преобразуется по формуле
П = С/т]', Tifl=2StfabT|b> A^^U-^A^U + U-^U. (1.23)
ъ
Убедимся, что построенный выше оператор А (£), рассматриваемый как
операторнозначыое векторное поле А (£) = {А11 (£)}, А^ь = <фа> ^цфь)?
fi = 1, 2, . . ., п, на базовом многообразии М, удовлетворяет данному
определению.
Л е м м а 3. Оператор А (|) преобразуется при изменении базиса
в пространстве $\ согласно формуле (1.23) преобразования аффинной связ-
ности.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф = {ф
а
}, ф' = {фа} — два различ-
ных ортонормированных базиса в пространстве ^ , связанные унитарным
преобразованием ф — С/ф'.
Согласно определению оператора А
Alb = <фа» ц^фь> = 2 \ S S <г7а
Я
ф*» ^Щ^ф<> = 2 S S S Uasd»Ubt <ф'„ ф^ > +
si s *
s * s s i
В силу унитарности оператора U имеем
Следовательно,
А1ь = (Ud^U-^ab + (UA'W-\b.
Отсюда, пользуясь правилом дифференцирования
ПОЛУЧИМ
Л^ = U^A^U + U'^U. (1.24)
Сравнивая формулы (1.23) и (1.24), убеждаемся в справедливости леммы.
Итак, оператор А (£) является аффинной связностью (калибровочным
полем). В соответствии с этим входящую в эффективное уравнение (1.16)
«удлиненную производную» будем называть ковариантной производной
и обозначать]
DVL = dVk^I + A
v
-(l), /) 2 = 2jZ^ = (V6(g)/ + 4(S))!>. (1.25)
М
Для заданной связности определим стандартным образом [26] кривиз-
ну как коммутатор ковариантных производных
R^= [D^DvL (1.26)
Из (1.25) и (1.26) находим
i^v = d^Av — d
v
A* + [A», Av]. (1.27)
Определяя дифференциальные операторные 1-форму связности
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и 2-форму кривизны
|LJL<V
соотношение (1.27) можно переписать в виде
dA = R + ~[A,A], (1.28)
где [Л, Л] = 2 [Л»\ Л*] d ^ A dU.
Справедлива следующая лемма.
Л е м м а 4. Если ф (£) £ С2 (J£), mo кривизна R ^ 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь полнотой репера {ф
а
}, вычис-
лим матричные элементы коммутатора:
[Л*\ Л Г ]
а Ь
 = 2 j \ <фа' ^(лфв) <Фв' ^ ф ь ) <Фа» ^ ф
в
> <ф
Фз> <ф
в
»
= — < ^
С другой стороны,
<ф
а
,
<
Ф а
,
Из этих равенств имеем
(R[iv)ab = <фа' (^^v ^V^) ФЬ>-
Поскольку^ ф б С
2
 (^) , то (д^дм — д^ду) Фь = 0 для всех Ь, следователь-
но, R^v = 0.
Рассмотрим контур С в базовом многообразии М, параметризовавиый
следующим образом:
СЭ1 = 1(Ь), £о = Е (0), Я 6 [0,11.
Аффинная связность А определяет параллельный перенос вдоль контура
С. При инфинитезимальном сдвиге £ —>- | + d£ реперные функции преоб-
разуются как
Ф
 ( | + dl) =
 Ф
 (g) + 6<р,
где
В силу полноты репера ф = {ф
а
} имеем
= — 2 S ^аЬфЬ»
ь
J
ь ь
что позволяет представить оператор б в виде
6ф = — 2 4 ^ 4 ) = — Лф. (1.29)
Пользуясь введенной параметризацией контура С, отсюда получаем
^
Ф
 = 0. (1.30)
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Уравнение (1.30) вместе с начальным условием £ (0) = So порождают раз-
решающий оператор % (А, 0):
Ф (X) = % (К 0) <р (0), (1.31)
удовлетворяющий задаче Коши
Если интеграл от 1-формы связности A (£) не зависит от контура интег-
рирования С, то оператор % (к, 0), который мы будем называть операто-
ром эволюции репера из точки So в точку S (Я), определяется решением
задачи (1.32) как упорядоченная экспонента:
^ £ ^ } (1.33)
0 {1
Ортогональность и полнота репера {ф
а
} в каждом гильбертовом слое ^
означает унитарность оператора % (|, g0) для всех | , g0 £ Л£:
^ * (£, So) = "ИГ1 (5, So). (1.34)
Уравнение (1.32) можно записать также в виде
РЛ (S, S
o
) + ^ (S) 6^ (£, So) = 0,
откуда
^ ( 5 ) = — ^ ( S , S o ) - ^ ~ 1 ( S ^ o ) V S 0 6 ^ . С 1 ' 3 5 )
Рассматриваемое калибровочное поле A (S) может быть устранено под-
ходящим калибровочным преобразованием. Таким преобразованием яв-
ляется оператор %~х (S, So)- В самом| деле, справедливо следующее соот-
ношение, проверяемое непосредственно:
Dl - %д\ о %'\ (1.36)
Это соотношение! позволяет} переписать| эффективное уравнение (1.16)
в форме
[— %&ъо%-1 + V (S) Ш Г 1 + Л ^ ^ " 1 — Е%%-*] х = 0.
Используя калибровочное преобразование
получаем на %' уравнение
[-Д 6 0 I + ^ ^ A ^ + F (S) (2) Л х' = ^Х', (1.37)
не содержащее калибровочного поля.
Заметим, что интеграл в показателе /'-экспоненты (1.33) является опе-
раторным обобщением фазы Берри [7]—[23] и определяет эволюцию под-
системы, управляемой подгамильтонианом L (S), при изменении парамет-
ра s.
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§ 2. Свойства динамических уравнений в адиабатическом
представлении задачи трех тел
Описанный в предыдущем параграфе подход может быть, в частности,
эффективно использован для анализа систем нескольких частиц. Ниже
в основном рассматривается простейшая из таких систем — система трех
тел, допускающая использование различных адиабатических представле-
ний [2], [3], [10], [11], [15], [18], [19]. Такие представления в первую
очередь определяются выбором базового многообразия Ж в представлении
конфигурационного пространства М системы трех тел. После отделения
движения центра масс конфигурационное пространство М — R6 системы
трех безспиновых частиц рассматривается в этом подходе как многообра-
зие, снабженное атласом {Ж
а
}, ос = 1, 2, 3, карт Ж
а
 таких, что каждая
Ж
а
 С^-диффеоморфна R6 и заданы функции перехода Ор
а
-* Ж
а
 ->• ЭЁр.
Каждая карта дс
а
 отвечает одному выделенному набору координат Якоби:
2тот
у
 V/. / 2m
a
 (m~ + т ) VA ( т
р
г
р
 + т г
(2.1)
где т
а
, rap, ra
v
 — массы, a r
a
, rp, r
v
 g R3 — радиус-векторы частиц в ла-
бораторной системе, так что локально в каждой карте М = М
Х(Х X МУа1
MXQC = R | a , МУа = Rya и X = {#a, z/a} — локальные координаты в 3£
а
.
В терминах этих локальных координат функции перехода 0р
а
 парамет-
ризуются массами частиц и имеют вид [27]:
где
Под гамильтонианом Г^ системы трех тел понимается самосопряженный
оператор в пространстве § = L2 (M), являющийся максимальным само-
сопряженным расширением оператора Я, заданного на С
2
 (M)d © выра-
жением
(-Д_ + 2 a^ (*«)) Y (2.3)
а=1
в любой из карт Ж
а
. Д
л я
 убывающих на бесконечности потенциалов v
a
 (x
a
)
область определения 3) (Н) гамильтониана Н совпадает с классом Собо-
лева Wl{M).
Выберем в качестве базового многообразия Ж = R^
a
 для некоторой
фиксированной пары а. В методе адиабатических представлений следует
модифицировать задачу, рассматривая динамику в пространстве
§ = $eL2(R3xa)<*Va. (2.4)
Покажем, что собственные функции дискретного спектра и волновые
функции, отвечающие процессам рассеяния 2 —>• 2 и 2 —>• 3, лежат в про-
странстве § .
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Определим специальный асимптотический класс SB функций, заданных
на М = R6. Пусть функции £7р,7- (X), j = 1, 2, . . ., п <^ сю, асимптоти-
чески при | у$ | —>• оо представимы в виде
# Р, 7 0/р> *э) = /Р. / (0з) b,j Ы £э, 7 (IЫ) + 0 (I ^ Г2)' (2-5)
где /р, j (#р) — гладкие функции угла #
э
 = г/р/| г/р |, #р,
 7- — гладкие ог-
раниченные функции, а %, у (#р) f L2 №%) экспоненциально убывает при| х$ | —>- оо. Пусть функция £/0 (X) асимптотически при | X \ —>• оо пред-
ставима в виде
= /0 (X) i^ 0 (| X | ) | X Г5/* + О (| X Г*), (2.6)
где /0 (X) — гладкая функция углов X = Х1\ X |, a Fo — гладкая огра-
ниченная функция. Будем говорить, что функция W (X) принадлежит
асимптотическому классу Ы, если она представима в виде
(2.7)
0 ( )
Р 7
Т е о р е м а 1. Имеет место вложение
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимо показать, что функция W (X) g
€ W7?, юс (R6) П ^ является квадратично-интегрируемой по слою R^
a
 для
всех значений у
а
 £ R3. Обозначим через вд (X) некоторую гладкую сре-
зающую функцию:
и представим W (X) в виде W = QRW + (1 — 6R) Ч1". Через 7ГЙ обозна-
чим шар в R6: KR = {X: \ X \ < R + 1}. Поскольку ¥ t Wl ioc (R6), то
для всех R < оо функция 6 ^ б W7! (^я). На компактном множестве
^ я соответствующая теорема вложения [28] дает
Wt (KR) С" L2 (R3Xa П {Xa : I ^a |2 + I Уа \2<&+ 1}]-
Тем самым, в н ^ f ^.
Поскольку Y g S , то для функции (1 — в#) W при достаточно боль-
ших R справедлива асимптотрша, задаваемая формулами (2.5) —(2.7).
Экспоненциальное убывание функций ipp,; (z$) при | хр | —>- оо обеспечи-
вает сходимость интеграла
для всех г/
а
. Множитель | X |б/* = (|^а[2 + | Уа \2Уи в асимптотике (2.6)
гарантирует сходимость интеграла
С 1 77 12 ^ З
г
x
a
:\X\>R
для всех г/
а
. Таким образом, (1 — в
д
) 4я б £> и, окончательно, 4я б^).
Если потенциалы v
a
 (х
а
) убывают при | х
а
 | ->- оо не медленнее, чем
О ( | ^
а
 р
1), и являются достаточно гладкими, то собственные функции
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дискретного спектра гамильтониана Я принадлежат W\ (R6) f] .fe'. Асим-
птотическое поведение волновых функций задачи рассеяния для пары
операторов Я, Н
о
 = —Az, отвечающих процессам 2 ->- 2, 2 -> 3 [27]
г
определяет их принадлежность классу FF|, JOC (R6) f] £в. Доказанная
выше теорема 1 обеспечивает принадлежность перечисленных функций
пространству Jp.
Иначе обстоит дело с волновыми функциями задачи рассеяния, отве-
чающими процессам 3 -> 3. Как известно [27], их асимптотики содержат
6-мерную плоскую волну exp {i <JP, X>}, которая не является квадратич-
но-интегрируемой в Rx
a
, и потому такие функции не лежат в $$. Поэтому
процессы 3 —>- 3 здесь рассматриваться не будут.
Переход к пространству ф позволяет использовать описанный в § 1
метод адиабатических представлений в терминах координат Якоби. Фик-
сируем карту Ж
а
 и выберем в качестве базового многообразия Ж = R ^
Представим гамильтониан И в виде
J ф L (у
в
) й3г/
а> (2.8)
«к
где реперные операторы
з
Ь{уа) = — Ах
а
+ 2 ^ Ы (2.9)
р = 1
действуют в гильбертовых слоях fVa ~ L2 (R| a ) и самосопряжены на ес-
тественных областях определения W\ (R3).
Опишем свойства реперного оператора L (г/
а
), определенного выраже-
нием (2.9). Дискретный спектр о
а
 (L (у
а
)) = {г
п
 (у
а
)} определяет тер-
мы — функции г
п
 (уа) (мультииндекс п включает набор квантовых чисел,
фиксирующих связанные состояния). Справедливо следующее утвержде-
ние.
Л е м м а 5. Если v$ (х$) —>• 0 при | #р | -> оо, р = 1,2,3, то ре-
перный оператор L (у
а
) самосопряжен на W\ (R |
a
) , а его непрерывный
спектр совпадает с полуосью [0, сю) для всех у
а
 £ Ж = R3.
Доказательство этого утверждения не отличается от стандартного (см.,
например, [29]), поскольку при каждом у
а
 оператор L (у
а
) описывает од-
ночастичное рассеяние на сумме трех потенциалов.
Основным объектом, полученным в результате описанной в § 1 про-
цедуры размерной редукции, является эффективное уравнение (1.16), ре-
шения которого ищутся в классах функций, описываемых леммой 2. Для
системы трех тел в рассматриваемом представлении это уравнение содер-
жит калибровочное поле
Kb (Уа) = <фа, Уу
а
Ць> = J фа (*
а
, Уа) ^ у
а
%^Х
а
 (2.10 )
и приобретает вид
I " ( VS/
a
 ® J + А (У-))" + А (Ы1 1 (Уа) = Е% Ы , (2.11)
где «векторный коэффициент» % (у
а
) = {%а (уа)} имеет компоненты
Ха (Уа) = <Фа, ^ > = J Фа (*а* Уа) ЩХ) d*X
a
. (2 .12)
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Под W (X) понимается решение уравнения Шрёдингера (1.12) для трех-
частичного гамильтониана Н, представленного в форме (2.8), а ф
о
 (х
а
,
У а) — собственные функции реперного оператора L (у
а
).
Выясним, каким образом свойства симметрии исходной трехтельной
задачи проявляются в эффективном уравнении. Справедливо следующее
утверждение.
Т е о р е м а 2. Сферическая симметрия задачи сохраняется при пе-
реходе к эффективному уравнению (2.11), т. е. если v$ (х$) = v$ (| x$ | ),
Р = 1, 2, 3, то А Ы = Л (| у
а
 | ) и А (у
а
) = А(\у
а
\).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейное преобразование, связывающее
различные наборы приведенных якобиевых координат, позволяет запи-
сать сферически-симметричный потенциал v$ в виде:
"э(Ы) = * У a
где г/
а
 = yj\ У а |. Обозначим через £f f SO (3) вращение на сфере в
и сравним реперные операторы L (у
а
) и
L ($Уа) = — Дх
а
 + V
a
 ( | Х
а
 | ) + 2 Р^ (^ аг %а).
Введем замену переменных х'
а
 = ^~
х
х
а
^ В силу SO (З)-инвариантности
оператора Лапласа А
х
 = Д ' имеем
\у
а
\
-Уа
)
Ч'ФЛИ»f5
Таким образом, оператор L (с^г/
а
) в пространстве L2 (R3^-iXa) задается
тем же дифференциальным выражением, что и оператор L (у
а
) в простран-
стве L2 (Rx a), а их области определения совпадают. Следовательно, для
термов и собственных функций имеем
&п (У У а) = е
п
 (г/a) = е
п
 (| г/
а
 I ), т. е. Л (г/
а
) = Л (| г/
а
 I );
Фа (cS^^a, ?/a) = ф
а
 (^а, ^Уа). (2.13)
Для компонент калибровочного поля находим соответственно:
а
) = $ Фа (*а,
|\х
а
 | ^ ф
а
 (§Ж
а
, г/а)
S 2
Пользуясь заменой переменных х"
а
 = £fxa, отсюда получаем
(ж», г/
а
) дх'а = А%
Ъ
 (Уа),
О S 2
и, следовательно,
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*) =А (г/a) =А (|г/а
Доказанная теорема позволяет ответить на вопрос о зависимости ин-
теграла в показателе Г-экспоненты (1.33) от контура интегрирования.
Именно, имеет место
С л е д с т в и е 1. Интеграл ф \ А^ (у
 а
)-^г-d% no замкнутому кон-
с
 ^
т
УРУ С d Ry
a
 такому, что для всех у
а
 б С: | у
а
 \ = Const, равен нулю.
Этот факт позволяет предложить способ определения оператора эво-
люции % (у
а
, у
ао
) с помощью формулы (1.33). Именно, для того, чтобы
угол между лучами [0, у
а
) и [0, z/
ao
) не входил в ответ, следует составить
контур интегрирования, связывающий точки г/
ао
 и у
а
 из отрезков [у
а
^ 0]
и [0, у
а
].
Проследим теперь, каким образом оператор поля А (у
а
) связан с фи-
зическими параметрами изучаемой системы трех тел. Именно, убедимся,
что в отсутствие пересечения термов используемое здесь адиабатическое
представление (1.16) с выбором в качестве базового многообразия М =
= Ry
a
 (т. е. с усреднением по движению подсистемы а) является удобным
средством изучения трехтельных систем (за счет малости А
а
ъ), в которых
выделенная подсистема оказывается «медленной», т. е. т
а
 <^ rap, т
а
 <^
<^т
у
. Это обстоятельство позволяет использовать в конкретных расчетах
такого рода систем не двухцентровые адиабатические разложения, а пред-
лагаемый здесь подход.
Для доказательства малости внедиагональных элементов в отсутствие
пересечения термов при т
а
 <^ игр, т
а
 <^ т
у
 выпишем для компонент по-
ля А {у
а
) представление типа Гельмана — Фейнмана [30].
Продифференцируем реперное уравнение (1.7) по у& = ^ :
[— Д
Х а
 4- V (х
а
, у
а
) — Ч (Уа)] dix4>b + [dvv ~ дмгъ\ Фь = 0.
Здесь через V (х
а
, у а) обозначено полное взаимодействие в системе: V —
~ 2J у|3 (^(З). Умножая это соотношение на ф
а
 и интегрируя по Rjc
a
, полу-
Р
чаем
<фа, [— Ах
а
 + V — Е
Ь
] д ^ 4" <Фа. ^ Ц^Фь> — дцЧ^аЪ = 0.
Самосопряженность реперного оператора L (у
а
) = — А
Х а
 -f- V (x
a
, у
а
)
позволяет «перебросить» в скалярном произведении действие оператора
L (у
а
) на функцию ф
а
 и, воспользовавшись! тем, что L (г/
а
)ф
а
 —
 8
аФа>
получить
А»ъ (Уа) = [8
а
 (Уа) — Ч Ы Г {<^^ф
а г
 ф
ь
> — д^
ъ
Ь
аЪ
}. (2.14)
Из (2.14) следует равенство
*а(У*) = *а(У*»)+\^д»У\ч
а
\*^йК (2.15)
С р,
где контур С d R^
a
 параметризован числом X £ R и связывает точки у
а
о, Уа.
Внедиагональные элементы А
аЪ
 (у
а
), а Ф Ъ, определяют зацепление
эффективных уравнений в системе (2.11), тем самым, их абсолютные ве-
личины характеризуют степень неадиабатичности системы. В отсутствие
пересечения термов, е
а
 ф е
ь
, а Ф Ь, величина Ааъ определяется выраже-
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нием
)
а
, фь> = 5 5 i x [Voc (ха) + 2 ур(жр) 1 Фа (^а, Уа) Фб (#а, Уа)
) Фа
Для сферически-симметричных взаимодействий v$ = v$ (г) эти функ-
дии зависят от одномерного параметра г £ R+. В этом случае
Таким образом, в рассматриваемой ситуации получаем
х
а
. (2.16)
Из (2.16) видно, что внедиагональные элементы А
а
ъ пропорциональны
массовым коэффициентам \ SR
a
\ = \т
а ; г-^ г-—г- . Посколь-$ у J
ку 5рсс > 0, то из (2.16) получаем декларированную выше малость вне-
диагональных элементов А
аЪ
 при т
а
 <^ /rap, m
a
 <^ m
v
.
Отметим также, что в используемой здесь схеме калибровочное поле
А (уа) не имеет сингулярности в точке у
а
 = 0, поскольку точка у
а
 = О
не является точкой сингулярности потенциала V = 2 ^
§ 3. Спектральное проецирование — выделение нетривиальных
связностей
Построенные в § 1 операторы связности А (I) и эволюции репера % ( |,
£0) могут быть ассоциированы со спектральным разложением гильбертова
слоя
 tf £ на собственные подпространства реперного оператора L (|). В ра-
боте [10] использовалось наиболее простое разложение вида $ = $i ©
© ^ | , где f | ' c = Р\с<&\, Р^с — спектральные проекторы на дискрет-
ное и абсолютно непрерывное подпространство оператора L (£). Такое раз-
ложение, однако, является достаточно грубым. Более деликатным пред-
ставляется использовать в каждом интервале энергий свое разложение
и по отдельности учитывать вклады открытых и закрытых по энергии ка-
налов в данные рассеяния.
Процедура спектрального проецирования, основанная на методе Феш-
баха [31], позволяет перейти от бесконечномерной системы (1.16) зацеп-
ленных уравнений к некоторой конечной системе, в которой вклад за-
крытых каналов (малый в специальном асимптотическом смысле) учиты-
вается эффективным образом. Такая редукция открывает возможность
проведения численных расчетов в рамках метода адиабатических пред-
ставлений.
С другой стороны, спектральное проецирование позволяет выделить
нетривиальную кривизну, порожденную спроецированной связностью,
и записать обобщенное условие адиабатичности системы в геометрических
терминах в форме уравнения нулевой кривизны.
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Итак, рассмотрим квантовомеханическую систему в области энергий
Е <^ Е
о
 для некоторой фиксированной энергии Е
о
. По данному Е
о
 опре-
делим функцию
a(l) - m a x {а: е
а
 (£) < EQ} (3.1)
а
и обозначим
а0 = max a (£). (3.2)
Введем операторы проецирования, обобщающие соответствующие опе-
раторы Фешбаха [31]:
Р
Е.= 2 5<Фа- ->фа, е
В
„ = / $ - Я
Е
. . (3.3>
Легко проверить, что РЕ.^ = РЕ0 В § И J P | 0 = РЕо, т. е. Р Е о , QEo — орто-
гональные проекторы в ip. С другой стороны, операторы -Ря0, (?#„, зада-
ваемые формулами (3.3), можно рассматривать как операторы в ^ при
фиксированном £; такие объекты будем обозначать Р
Ео
 (£), <?ь0 Ш« Опе-
раторы Р
Ео
 (£), ^ £
о
 (^) самосопряжены относительно скалярного произ-
ведения <•, •> в слое ^ | .
Определим операторы Лр и AQ с матричными элементами
(Ар)
аЬ
 = А
аЪ
, а, Ъ < а0, {А\)аЪ =(QEoV^ar QEjFt4>b>, а, Ь < а0. (3.4)
Эти операторы связаны соотношением
<
Ф в
, А | Ф ь > = VE ( Л Р ) а Ь +\(А%)аЬ — (Al)ab, (3.5)
проверяемым непосредственно.
Применяя к уравнению Шрёдингера HW = EW проекторы Р
Ео
, QEo%
исключая переменную QEJ¥ и используя адиабатическое представление
для Р
Е
^Р, с учетом (3.4), (3.5) имеем
[— (V6 (g) / + APf + V (I) (x) / + Л Р + ^2Q + Ж (Я)] ХР = ЕХР, (3.6)
где Л
Р
 — diag {е
а
 (^)}
а
^а0, ХР = (Ха (5)}а^а0, а через TF (Е) обозначен
зависящий от спектрального параметра Е оператор в подпространстве
3PEJ!fti задаваемый матричными элементами
W
ab (E): т | Ш ^ - (HQEo (QEoHQEo - E)^QEfl (х\чь)ч Ф а > . (3.7)
Эффект закрытых каналов (/ — ^ Е 0 ) §t проявляется как в операторе
А% (^), так и в энергозависящем операторе взаимодействия W (Е). По-
следний содержит квазирезольвенту RQ (Е) — QEo (QE0HQE9 — ETXQE0
на подпространстве QEo§ и, тем самым, содержит все трудности исходной
задачи. Поэтому для эффективного использования уравнения (3.6) сле-
дует, вообще говоря, строить те или иные модельные представления опе-
раторов W
ab(E) [19].
Вопрос о сохранении энергии в подпространстве открытых каналов
3PEffl связан с вопросом об эрмитовости эффективного оператора в ле-
вой части уравнения (3.7), т. е. в конце концов с эрмитовостью операто-
ров W
ab (E). В ситуации общего положения операторы Wab (E) несим-
метричны:
Im W(E)=±- (W (E) — W* (Е)) SPEoHG (E) Н&Еш%
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где через G (Е) обозначен скачок квазирезольвенты RQ (E) на непрерыв-
ном спектре:
G(E) = i - (RQ (E + Ю) — RQ(E — Ю)).
Для системы трех тел этот скачок равен нулю лишь в той области энер-
гий £ , где закрыты каналы развала и перестройки, т. е. допустимы лишь
процессы рассеяния на связанной паре без ее возбуждения (чистая адиа-
батика, упругое рассеяние) или с возбуждением (неупругое рассеяние).
Если нижние N термов реперного оператора L (g) не пересекаются
ж не выходят в непрерывный спектр при всех £ £ Ж, то при любом а0 <Ji N
лроекторы РЕ0, QE0 могут быть построены следующим образом. Отсутст-
вие пересечения термов означает существование таких функций ё
ао
 (£)
и таких б ^> 0, что
dist {e
ao
 (g), о (L (g))} > б > 0, (3.8)
а спектр L (£) левее ё
ао
 (g) чисто дискретен и содержит а0 ^ N собствен-
ных чисел. Для фиксированной точки £ построим контур Г (£), охваты-
. вающий эти собственные числа, лежащие левее г
ао
 (£), и определим проек-
торы
В силу (3.8) размерность образа dim Ran P
ao
 (g) = а0 и не зависит от
точки базы £• Тогда проектор РЕ0 ДЛЯ ЕО < еао = inf ёао (|) восстанав-
ливается по Р
ао
 (£) следующим образом:
,(5)dg. (3.9)
Соответствующий Р
Ео
 проектор, действующий в пространстве Ж, обоз-
начим SPEO,
оГ 1>1° ' (ЗЛ0)
Тогда, очевидно, %
Р
 = ^ д , Л
Р
 = №
Е
А&Е„ Л
Р
 = ФЕЛФЕ.. Рассмот-
рим оператор Ар как аффинную связность и вычислим соответствующую
форму кривизны
Rp = S (#pWS,iЛdg
v
, (i?pVv = ^ i i ^ p — 3vii!p| + [^p, iip]. (3.H)
Нам потребуется следующее определение.
О п р е д е л е н и е 2. Подпространство f
 0 d ^ называется адиа-
батическим подпространством для семейства реперных операторов {L (£)},
| б Jf, если для любой реперной функции ф
а
 (g0) б f0, лежащей в f0
при некотором g0 б ^ ,
Фа Ш - (% (I, So) Ф (£о))а 6 Го
для всех точек базы | g Ж^ лежащих в некоторой области Ж
о
 [j Ж. Об-
ласть Ж
о
 называется областью адиабатического изменения параметра £.
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Т е о р е м а 3. Если ф (£) £ С2 (|i0) u подпространство tf0 =
— ^ {ф
а
}а^а0 является адиабатическим для семейства реперных опера-
торов {L (£)} в области MQ, то соответствующая форма кривизны на Ло
обращается в ноль: Rp 1^ = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя выкладки, использованные при
доказательстве леммы 4, имеем:
s >а0
Если подпространство f
 0 — адиабатическое для семейства {L (£)} в об-
ласти J£o, то для всех ф
о
 б ^ о (т. е. при а <^ а0) в любой точке ^ £ ^ 0
имеем ф
а
 (^ + d|) t iFV Д л я гладких ф
а
, очевидно, выполнено равенство
ф
а
 ( | + dl) = ф
о
 (g) + 2 ^Фа^ц-
Отсюда З^ фд б ^о- Следовательно, <^, ф
а
, ф8) — 0 для всех s ^> а0, что,
вместе с формулой (3.12), доказывает теорему.
Доказанная теорема позволяет сформулировать необходимое условие
адиабатичности в геометрических терминах. Учитывая формулу (1.28),
это условие (условие нулевой кривизны Rp = 0) можно записать в виде
нелинейного уравнения на оператор Ар (|) в области Ж
о
:
dAP = ±-[APjAp]. (3.13)
Обратимся теперь к примеру, рассмотренному в § 2,— системе трех
тел — и свяжем спектральное проецирование с процедурой ренормиров-
ки. Для этого определим операторы 3t, 3t+9l и <F> с матричными элемен-
тами
Эффективное уравнение (2.11) в терминах этих операторов можно перепи-
сать в виде
[ + = Е%- (3.15)
Будем интерпретировать неотрицательный оператор %+% как оператор
массы, а <F> — как усредненный оператор взаимодействия. В подпро-
странстве SPE^ определим следующие объекты:
%% = ®
Е
№$
Еь
, <УР> = З В Е . < ^ > 3 & Е . . (3.16)
Поскольку набор реперных функций {ф
а
}а<а0 не является полным во всем
слое &
Уа
, то, вычисляя «массовый член» %р%р, получим его в ренорми-
рованном виде:
(*^»p)
a b = («+9t)ab —Afab,
<Д^
а
Фа' Фз> <Ф«' «^аФь>-
s>a0
При этом уравнение (3.15) можно записать в виде, аналогичном (3.6):
[_ D% + А% + %+
Р
 %
Р
 + М +W (Е)] ХР = ЕХР, (3.18)
где Dp = VVa (g) / + Ар (z/a), M - {Mab}a,b^a..
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II. Асимптотический анализ динамических уравнений
§ 4. Координатные асимптотики репера
В данном разделе мы рассматриваем систему трех тел в адиабатиче-
ском представлении, построенном в § 2. Эффективное уравнение (2.11)
задано на некомпактной области Ж = R^
a
, и потому для однозначной
разрешимости его следует дополнить асимптотическими граничными ус-
ловиями при | у
а
 | —>• оо. Постановка таких граничных условий может
быть проведена по следующей схеме. Асимптотики трехтельной волновой
функции Y (X), приведенные, например, в монографии [27J, известны.
Следует вычислить асимптотики? реперных функций ф
а
 (х
а
, у
а
) при | у
а
 | ->•
-^ оо, а затем, воспользовавшись формулой (2.12), найти асимптотики
%а {Уа).
Оказывается, однако (см. § 5), что для нахождения асимптотик %
а
 (у
а
)
при | г/a | '-> оо нет необходимости явно строить асимптотики репера ф
а
 (х
а
,
у а) при больших параметрах*! у
а
 |, а достаточно лишь изучить поведение
ф
о
 в разных областях конфигурационного пространства R?
a
.
Изучим сначала дискретный спектр оператора L (у
а
), определяемого
выражением (2.9). Справедливо следующее утверждение.
Л е м м а 6. Если потенциалы* vy, у = 1, 2, 3, асимптотически убы-
вают как vy (xv) = \ Ху |~3~v (l + o (1)), v У> 0 при \ ху | ->- оо, то для
собственных функций дискретного спектра оператора L (у
а
) имеет место
следующее представление:
. Ф.п К , У а) = QI (х
а
, Уа) + 2 Ql (x
a
, У а), (4. 1)
где
у ) _ fn(± ,ехр{-|/)8п(Уа)Ц^1}
> У а) — /a \xai У а) г——j г и К \ ха | />
(4-2)
/2,- /э — некоторые гладкие функции.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем реперное уравнение
L
 (У*) Фп (х
а
, Уа) = е
п
 (Уа) фп (^а, Ы (4.3)
в интегральной форме
,
 ф и (ха> у ^4 л
 I ха — ха I
Разобьем правую часть (4.4) на три слагаемых:
=
 _ f
 dx'a e x p ( - H v C T K - 4 l } у р ( 4 ) ^ р „ 1ж 2> д.
J 4я\х
а
 — х
а
\
(4.5)
и в слагаемых с р ^ а сделаем замену .r
a
 = ^р
а
д:р — s$
a
c$aya. Далее стан-
дартными методами [32] можно показать, что Qa, Qf$ при | х
а
 \ -*• оо,
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I x$ I -*- 00 соответственно представимы в виде (4.2), что и доказывает
лемму.
Можно получить и более детальную информацию об асимптотическом
поведении реперных функций ср
п
 дискретного спектра. Именно, введем
двутельные гамильтонианы в L2 (R3):
(при у = а по определению полагаем с
аа
 = 1). Обозначим через а
а
 (h
ay)
дискретный спектр оператора h
ay. Нам потребуется следующее
О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что в системе отсутствует слу-
чайное вырождение, если
CpaCTd №ap) П cva<?d (^ ссу) = 0 Д л я ВСеХ р ф у\ р, 7 = 1, 2, 3.
Под c|
a
ad (ft«p) понимается множество точек вещественной оси, получен-
ных из точек дискретного спектра оператора h
a
§ умножением на коэффи-
циент с\
а
.
Имеет место следующая теорема, устанавливающая асимптотическое
разбиение собственных функций дискретного спектра на серии, отвечаю-
щие связанным состояниям в подсистемах.
Т е о р е м а 4. Если для всех у — 1, 2, 3
1) *V£L2(R3);
2) vy (х
у
) — непрерывная функция при достаточно больших \ х
у
 |;
3) в системе отсутствует случайное вырождение,
то имеет место асимптотическое разбиение, собственных функций дис-
кретного спектра операторов L (у
а
) на серии:
для какого-либо у — 1, 2, 3, где i|)^v ) — собственная функция дискретного
спектра оператора h
ay.
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на переходе от реперного уравне-
ния (4.3) к уравнениям типа Фаддеева и оценке 1/2-норм правых частей
этих уравнений.
Обозначим свободную резольвенту оператора Лапласа в R3 через-
R0(z) = (—-ДХа — z)~\ а ее ядро, соответственно,—
exp {i Y~z I x
n
 — х
п
 I }
и введем компоненты Qy = —R
o
 (e
n
) vy^n решения реперного уравнения
(4.3); ф
п
 б L2 (R | a ) . Тогда, очевидно, 2iQy = Фп- Перепишем (4.3) в виде
системы уравнений типа Фаддеева:
-^2й (4-7)
будем оценивать Ь2-норму правых частей этих уравнений при | уа ! ->
>• о о .
i ' 2 5 5
Выделим в конфигурационном пространстве Rl
a
 следующие области,
зависящие от параметра у
а
:
С0
а
 (У а) = | * а : | Яа | < -j- mm | З^С^У* \ \ \
t \ Г I i - 1 Г ^ i I - 1 I }
^(З (Уа) = < Х
а
 : I Х
а
 + Несерое /^а < "Г" ^ а ^ р а ^ а | }- JI 4 J
^Э (?/a) = R^
a
 \ С0
а
 (у
а
).
Используя неравенство Гёльдера, можно получить оценку:
I # RQ (хаг х'аг е 2
^ S
Поскольку ф
п
 б 2^» a Ro (8n) при e
n
 < 0 существует и является огран
ченным оператором, то Д
о
 (е
п
) ф
п
 g L2 и второй сомножитель во втором
слагаемом правой части последнего неравенства — ограниченная функ-
ция. Так как v$ £ L2, то, по построению области сор (у
а
), при | г/
а
 | -> сх>
первый сомножитель стремится к нулю. Таким образом, имеем
\ $ ) (4.8)
®Э (У а)
Нам потребуется также некоторое уточнение этого неравенства. Имен-
но, предположим, что v$ (х$) = О (| х$ Г^2"^), |ы ^> 0, при | ^ I ->• °°.
В таком случае справедлива асимптотика
при | у
а
 | -> со и, следовательно, (4.8) можно уточнить:
| # o ( ^ ) w J 2 < ( | S Ло(хк,х'
аг
е
п
)и№
п
(1*х
а
\ + О(\у
а
\-»))2. (4.8')
ю | 3 (Уа)
Оценим теперь интеграл
Функции ф
п
, г;
э
 б £2, следовательно, Л
о
 (е
я
) и^
п
 £ 1¥% = 3) (—А
Х(х—
—
 е
п) и» т е м самым, i? 0 (en) у/зфп б С. С другой стороны, по условиям лем-
мы, при достаточно больших | у
а
 \ на области <3Y (г/а) потенциал иу явля-
ется гладким: vy £ С. Следовательно, max | vy \ \ RQv^n | < 00. Тогда,
(Оу
вновь пользуясь неравенством Гёльдера, имеем
• J I yv 121 ^ о Ю ЩУп \ 2d3x
a
 < max | vy \ тъх \ Ro (гп) и^п \ х
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J kv|2^a) I / 2(^ J
В последнем неравенстве max | R
o
 (e
n
) урф
п
 | < оо, второй интегральный
Ыу
с о м н о ж и т е л ь ограничен, т а к к а к R
o
 (е
п
) урф
п
 £ L 2 , п е р в ы й и н т е г р а л ь н ы й
с о м н о ж и т е л ь убывает п р и \у
а
 | —>- оо, т а к к а к vy £ L 2 . П о с к о л ь к у vy £ L 2 ,
то, по построению области wY (г/а), m a x | v v | - > 0. Тем самым, п р и \ya\~*-
®у{Уа) 1у^°°
-> оо имеем
S = o(l). (4.9)
Вновь предполагая v$ (#р) = 0 (| жр | " 3 / 2 "^), ^ > 0, при | д;р | -> оо, уточ-
ним неравенство (4.9). В этом случае
а
-И) И
Отсюда получаем
Оценим норму || VyQ7^ | |L z. С учетом (4.8), (4#9) имеем
УГ
п
 \ x
a
 — x
a
 \ } X
X (4Я | X
a
 — X
a
 | ) - ^
р
 (х'а, Уа) фп (л?а, Уа) | + О (I))2 + О (I). (4.10)
Поскольку е
п
 С od (L (г/а)), то 8П < 0 и, следовательно, i У&п =
= — У\ s j < 0. Далее, для х
а
 6 co
v
 (г/
а
), ^а 6 оз
р
 (у
а
) справедлива оценка
| *CG — ^а | > - 2 - min 15pac^J г/а | .
р
Обозначая т = - ^ - m i n | 5p
a
cpa | "> 0, перепишем (4.10) в виде
z
 P
х ( J ] | 2 ^ з ^ ) 1 / 2 ( J | г » ^
Все три интегральных сомножителя в последнем неравенстве ограничены,
поскольку vy, Ур, ф п ^ ^2- Кроме того, очевидно,!
!>_o(|fcn v»>o.
Таким образом, || VyQ7^ | |L2 ->• 0 при \ уа | -> оо.
Уточним порядок этого убывания, предполагая при | х$ \ —>• оо
У
Р (^р) — О (I хь 1~3/*~^ )> М' > 0. В этом случае для оценки нормы || VyQ^W^
можно использовать неравенство (4.9'), что дает
h = Oi\y*\*i*V). (4.11)
257
В силу (4.7) и доказанного убывания || vyQ^\\jJ2 при | уа \
| | ( - А
Ха
 + Vy (ху) - е„) Q; lit, — >- О,
т. е. Qy — ^ i|4av) 6 Кег (—Ах + vy(xy)—еп). Проведем замену перемен-
ных х
у
 = с
уа
х
а
 + syaya. Тогда АХ(х — суаАх и последнее утверждение
можно переписать в виде
Г\п ^ 2 I (aV) / [г // —2 \
V V *~ т н t J ^ e r \г1ос
У
 Gya&n)'
Если ядро оператора h
ay — суа&п состоит только из нуля, то Qy —*-+• 0;
если это имеет место для всех у — 1, 2, 3, то в пределе | у
а
 | —>- сю у ре-
перного оператора L (у
а
) нет собственного числа е
п
 (г/
а
) (выход терма в не-
прерывный спектр). Если же i|)ia7) Ф 0 как элемент пространства L2 (R3),
то с
У
а£
п
 G a^ (h
ay) и ipv — собственная функция дискретного спектра
оператора h
ay. Если еп е £yaO>d (^ av)? то> в СИЛУ условия отсутствия слу-
чайного вырождения, 8
n
 ^ c\
a
od (hap,) Vp ^ 7 и> следовательно, C^BVV — ~ ^ 0.
m -^
2
 . (ОСУ)
хеш самым, ср
п
 > ty
n
 , что завершает доказательство теоремы.
Набор собственных функций {\рпа } оператора h
aa
 будем называть
главной асимптотической серией собственных функций.
В дальнейшем нам потребуется следующий простой алгебраический
факт. Пусть / — самосопряженный оператор, действующий в гильберто-
вом пространстве Т, с невырожденным спектром a (/) = {&j}. Пусть g £
б Т — решение уравнения (/ — 80) g = б, а е,- — собственные числа опе-
ратора /, отвечающие собственным функциям gf. Igj = Sjgj. Тогда для
скалярного произведения в Т имеет место проверяемое непосредственно
неравенство:
I <g\ gj>T К I 8; - 80 Г1 || 6||т.
Выбирая в качестве I оператор I = h
a
, пользуясь формулами (4.7),
(4.11) в условиях vy (ху) = О (| ху |~3/2~^), получаем
/ф ^ \ь%У)
а
\ = О (| у
а
 |"3/4~^), (4-12)
где о|)тДа — собственная функция оператора h
ay, отличная от предела фа
При | у а | —>• °°.
Изучим теперь асимптотическое поведение волновых функций непре-
рывного спектра реперного оператора L (у
а
). Имеет место следующая лемма.
Л е м м а 7. В условиях леммы 6 для волновых функций непрерывного
спектра оператора L (у
а
) справедливо следующее представление:
фд (#«, Уа) = exp {i (х
а
, q)} + 2 Ql (х^ Уа), ( 4- 1 3)
(3
где
а
 |
(4.14)
а
, у
 а
) = Ц (.f p , у
а
) e x p {i \ q \ \х
д
 \ / \ с[а |} | х { , \~1 + О{\ х $ | - 2 ) .
! х |
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Здесь f
a
, f\i> — некоторые гладкие функции.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем реперное уравнение (4.3) в ви-
де уравнения Липпмана—Швингера:
( я
а
, У а,) = e x p {i (x
a
, q)} — § d3x
a
 e x p {i \q\ \x
a
 — x
a
\}X
^ Яа, Уа) ( 4 я \х
а
—Х
а
\ )~ 1 ( 4 . 1 5 )
и выделим в правой части интегральные слагаемые
4 Я
 I ха ~ ха I
Быстрое убывание потенциалов ур на бесконечности гарантирует сходи-
мость возникающих ниже интегралов.
В интеграле (4.16) при |3 = а воспользуемся разложением функции
| Х
а
 — Х
а
 | П р и | Х
а
 \ ->• о о :
| ЯГос — ЛГа | = | ЛГ« I — (*а, ^ ) + 0 ( 1 ^ I"1)- (4.17)
В результате получим д л я Qa (x
a
, У а) асимптотику (4.14), где
\fk (^а, Уа) = — $ ^3^а вхр {— i | д | (±
а
, Xa)\Va^l
В интегралах Q\, (3 ^= а, произведем замену переменных
с якобианом, равным | с$
а
 Г
3
. Тогда для Ql (x
a
, Уа)\ получим асимптоти-
ку (4.14), где
й {Ч ,у
а
)=—(\ с
р а
 |2/4л) I d% v$ (4) exp { — i \ q | (fp, 4)/1 ^a |} Ф5 (я«,Ы-
(4.19)
Из формул (4.15), (4.18), (4.19) непосредственно следует утверждение лем-
мы.
§ 5. Координатные асимптотики волновых функций эффективной задачи
Д л я потенциалов, убывающих на бесконечности, асимптотическое по-
ведение волновых функций, отвечающих процессам рассеяния 2 ~> 2, 2 —>-
—>- 3, хорошо известно [27]. Будем считать, что в начальном состоянии
имеется связанная пара а в у
о
-м состоянии, обозначаемая мультииндек-
сом А
о
 = {ос,70}, и свободная третья частица с относительным импуль-
сом р
а
, сопряженным приведенной якобиевой координате у
а
. Через В =
= {р, ;} обозначим мультииндекс, отвечающий /*-му связанному состоя-
нию пары р с энергией связи — к% и собственной функцией Я^ Б (яр). Пол-
ная энергия системы для рассматриваемых процессов равна Е = р
а
 —
— К
2
А0. Для потенциалов, убывающих быстрее кулоновского, волновая
функция в этом случае имеет вид [27]:
ЧЧ {X, Ра) = ехр { i (pa, Уа)} ^А
о
 (х
а
) + 2 UB + #„• (5-1)
Б
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Здесь
UB(X,pa) = FB (&, Pa) exp {i \/~E + x% | y?> |} | уЦ I'1 qB (a*) + О
UB(X,Pa) = o ( | y T r w ) V7V>0, Y # P . (5.2)
\yy\ ->oo
U0(X,Pa) = F0(J,pa)exV{iyE\X\}\X\-^ +0(\X\~^),
где FB, FO — амплитуды процессов 2 - > 2 и 2 - ^ 3 соответственно.
Пользуясь представлениями (4.1), (4.13), (5.1) и теоремой 4, можно,
согласно формуле (2.12), вычислить асимптотики коэффициентов %
а
 (у
а
).
Определим эффективные амплитуды следующим образом:
Л, {у
а
, Ъ Ра) = У 2л е-**/4Я-з/4 (2nF0 (Хо, ра) +
0 ( Г , р а ) /1 as (^a, ^a) d2fa), (5.3)
Б (*/а, g, Pa) = | Cp
a
 |~2 ^ Б (— ^a, Pa) J ^ , as (^p, y
a
) X
X exp { — i уЕ + x | s
a P (ya, xp) / 1 c a P | } t s (^ p) d%, (5.4)
a, q, Pa) = | Cpa | ~ 2 ^ Б (— pa» Pa) J d*Xfi% (Xp) X
X exp {— г K ^ + ХБ s
af3 (Pa» ^в)/1 саз | + i (q, ^p)/cpa}, (5.5)
J№ (Pa, Pa) = | Cp
a
 |~2 FB(—ya,Pa) J Й8ЖрЯ|)В (жр) Х
X ^ a P ) (arp) exp {— г K ^ + ^B s
a p (pa, жэ)/1 cap |}, (5.6)
{£ (pa, JDa) = 67-nFA (Pa, Pa), Л = К /}. (5-7)
Здесь использованы следующие обозначения для углов на пятимерной
сфере: S 5 3 l = {x
a
, г/a},
и определены предельные функции:
/a, as (^ а» Ра) = Пш /
а
 (ж
а
, ^
а
) , (?р,
 a s
 (Жр, р
а
) = Н
Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а 5. В условиях леммы 5 и теоремы 4 коэффициенты адиа-
батического разложения волновой функции WA0 (X, ра) имеют следующее
асимптотическое при \ у
а
 \ —>- со поведение:
In (*/a> Pa) =
= S
n
/, exp {— i (y
a
, p
a
)} + Л\1\ и) (Pa, Pa) exp {— i VE + XA I г/a |} I Уа Г1 +
Х
Б
|г/
а
|/ |Сар|}|г/
а
|-1 + О ( | г / а П , (5.8)
Xe (^ a» Pa) = <A0 (pa, g, Pa) exp {— i }[E — q21 г/а I} I г/а I x +
2 M B (Pa, g, Pa) + >AB (Pa, g, Pa) exp {— i (g, */a) SpaCpi» XB^A
X exp {— i VE + Х2
Б
 I г/а I / I Cap I } I Уа Г 1 + О ( I y
a
 |~2) . (5.9)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь представлениями (4.1), (4.13)
и (5.1), для коэффициентов %
п
 (у
а
) и %q (ya) получаем представления
%п (Уа, Ра) = <фп> ^А„> = ехр {— I (р
а
, у
а
)} <<?£, ^А
о
> +
+ ехр {— i ( р
а
, уа)} 2
Б у-
>Ра) =
(5.10)
qi i A0/ — ехр | — i VFa» Уа)) \ е '
+ <е' ( Х а' q\ U
o
y + exp {— i (y
a
, p
a
)}
' (Уа» Pa)} 2l (Q% ^A
o
> - >
(5.11)
Нам удобно ввести специальные обозначения для слагаемых в правых
частях представлений (5.10), (5.11). Составим следующую таблицу (см.
табл.): для каждой компоненты Y (X, р
а
) волновой функции ярл0 {X, ра)
в представлении (5.1) и каждого слагаемого Z
a
 (#
a
, у
а
) реперной функ-
ции ф
а
 (х
а
, у а) в представлениях (4.1), (4.13) на пересечении соответст-
вующего столбца и строки запишем скалярное произведение <Z
a
, У> =
= j Z
a
Yd?x
a
, которое будем обозначать буквой / с соответствующими
индексами.
Таблица
У
(компоненты
^(Ра, Уа)
 х
VA(X, Pa)
UB(X, р а ),
с л а г а е м ы е ф , qz ^ o
c
( L (т/2))
7,e-^a.,a)
Qa («a- ^a)
7, е-(Р«.»«)
^ а
rq
осе
г/
Jye
TQJ
 By
Z
n
слагаемые ф
п > e n € Od (L(ya))
Aa
•'oa OY
Исследуем асимптотическое
1
 поведение при | у
а
\ ~> оо каждого из сла-
гаемых в правых частях представлений (5.10), (5.11), пользуясь асимпто-
тиками (4.2), (4.14) и (5.2). Рассмотрим сначала асимптотики коэффициен-
тов %
п
 (уа, Ра)', отвечающих дискретному спектру реперного оператора
L {Уа)
'
А с и м п т о т и к а / £ (г/
а
, р
а
) + S ?v (У^ Ра)= <ф
п
» ^AO>-
В условиях Ур (х$) = О ( | х$ |~ 3~ v), v > 0, для всех (5 = 1, 2, 3 эту
асимптотику можно переписать в виде v$ (х$) = О ( | х$ |-3/2~^)? Где
[х ^> 3/2. Тогда, пользуясь формулой (4.12), получаем
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Функция урА0 (#а), описывающая jo-e связанное состояние пары а, явля-
ется собственной функцией дискретного спектра оператора h
a
a = — 4 % +
+ Р
а
> т. е. одной из функций я|;паа): ^л„ = ^иа)- Следовательно, исполь-
зуя соотношение (5.12), получаем:
<Фп, ^А
О
> = 8
njo + о(\уа |-v*). (5.13)
А с и м п т о т и к а JnAa (уа, ра) = <($, UA}.
Согласно (4.2), (5.2), (5.12) и теореме 4 справедлива асимптотика
Jla = <<?a> ^А> = TZiJPa) exp {—
ХИУаГбпЛ (1 + 0(1
 У а
 Г
1))- (5.14)
А с и м п т о т и к и Лу (у ф а), JBa (В ф A), JnBy (у ф (3, В ф А).
Согласно теореме 4 при \ у
а
 \ —>• оо имеет место асимптотика
Пользуясь формулами (4.2), (5.2), (5.14), получаем
j a __ /QL Uл} = FA (й V ) ехр { i V Е -f- x l z/ I) X
X | У а Г 1 O|4aV>> Ф А > (1 "
Поскольку функция г|5л (х
а
) локализована в I области малых | х
а
 \-
а функция ifn (при у ^ а) — в области малых | х
у
 |, то их скалярное
произведение в Z/2 (Rxa) экспоненциально убывает при \ уа | -> оо. Сле-
довательно,
1
 для /лу также имеем экспоненциальное убывание:
Лу (Уа, Ра) = 0{\
Уа
 \~N) VN > 0. (5.15)
Аналогично (5.15) имеем
JUB* (Уа, Pa) ^ <<?a, UB} = О ( \ Уа \~") VN > 0, (5.16)
JBv(Va,Pa) = <Qv,UB>=o(\ya\-") VN > О, Y ф р. (5.17)
А с и п т о т и к а /Sp (Уа, Ра) = (Ql, UB}, В = {|3, /}, В ф А,
При | у
а
 | -^ оо, согласно теореме 4, (?р стремится по норме к функ-
ции i|4al3) (x$), которая локализована в области малых | х$ |. При огра-
ниченном | х$ | и | у
а
 | -> оо очевидно | у$ | -> оо и для Uв можно вое,
пользоваться асимптотикой (5.2):
X exp {- i VE + x% \у$\}\у$ Г Ч а Р ) Ы d*xp + O(\y$ I"2).
Поскольку у
а
 = — s
a
p#fl + ^а|3^р, то при ограниченном \х$ | и j у
а
\ -> оо
имеем
I № I = k a P Г
1
 ( | Уа I + Sap (*р, ^а)) + О ( | у
а
 П, (5.18)
^Р = У» I ^Р Г = -Уа + О ( |
 Уа
 Г
1).
G учетом (5.18) получаем;
/ВВ (Уа, Ра) = | С
а
р Г
2
 FB{—ya,Pa) J Ш ^ а Р ) (хР) X
X ехр {— г К я + и ! S«P (^Р' ь^ а) /1 с«р |} й3а;р X
X ехр {- iVE + х | | ^  | / | с«р |} | у
а
 ^  + О (| у
а
 j" 2). (5.19)
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А с и м п т о т и к а / ?
а
 (г/
а
, р
а
) = <<?а\
Согласно теореме 4 при | у
а
 | ->• °о компонента @£ стремится к функ-
ции г |)^ а ) (#
а
) , локализованной в области малых | х
а
 [. В этой области
при | г/
а
 | ->• оо для гиперрадиуса справедлива оценка
I X | = ( | Х
а
 | 2 + \
Уа
 I T 2 =\У*\{1+0 (1))
и, следовательно,
/?а (У а, Ра) = ехр {— i V~E \Уа\)\Уа l ^ 2 X
X $ /^о(Х,Ра) ^ а а ) Ы &х
а
 = 0{\у
а
 |-5/2), (5.20)
где X = X | X Г = {0, £
а
}.
А с и м п т о т и к а /QV (#%, Ра) = <<??, U
o
y, у Ф а.
Согласно теореме 4 при | г/
а
 I ~^ °° компонента (?^ стремится к функ-
ции г|) na Y\ локализованной в области малых | x
v
 |. Поскольку a:Y =
= c
v a
x
a
 + s
va
y
a
, то в этой области при \ у
а
 | -> оо имеем
I Ясс | = | Sy
a
Cya \(\y
a
\ — S~
a
 ($
а
, Х
у
)) + О (| у
а
 I" 1)- (5.21)
Тогда
I X | = \с
уа
 Г
1
 | i/a I - sign (s
v a
) (0
a
, ж
р
) + О ( | у
а
 р
1 ) . (5.22)
Отсюда получаем
\" Joy(ya,Pa) = О(\
Уа
 Г/2).' (5.23)
Суммируя информацию, содержащуюся в формулах (5.10), (5.13) —
(5.17), (5.19), (5.20) и (5.23), получаем асимптотику (5.8) для коэффициен-
та Хп (Уа, Рос) При | у
а
\ -> сх).
Исследуем теперь асимптотическое поведение функций Хд (^/а), отве-
чающих непрерывному спектру (д2 ^> 0) реперного оператора L (у
а
)- Д л я
этого изучим асимптотики слагаемых в правой части представления (5.13).
А с И М П Т О Т И К а Т% (у
а
, р
а
) + ?% (г/a, Ра) + ^ ?у (Уа, Ра) =
= <Фд, ^ А
О
> .
В условиях леммы 6 vy (ху) = О ( | xv |~ 3 / 2~^),| [i ^> 3/2. Тогда, поль-
зуясь формулой (4.12) для а = q, получаем, аналогично (5.15):
<Ф
в
,ф
А
> = о(\у
а
 |-/4) (5.24)
для всех А — {а, /}, в том числе и для А
о
 = {а, /0}.
А с и м п т о т и к а Д
о
 (»a, Pa) - <^ ( q ' Хос), ^ в > , 5 ^ А.
Функции я|)р (хр) локализованы в области малого | жр |, в этой об-
ласти при | у
а
 | -> оо имеем | г/р | -> ос и, следовательно, можно поль-
зоваться асимптотикой (5.2) для [/#• В этих условиях имеем
х
X ехр { - i VE + х2
Б
 | уз |} | у
э
 I"1 e i(*' х - } # х
а
 + О (| г/р р 1 ) .
В рассматриваемой области справедливы представления (5.18), что вместе
с представлением х
а
 = ср^р — 5p
a
cpa?/a, dsx
a
 = | c P a |~3 d3xp дает
B0 (Уа, Ра) •= Fj^^faTpa) \ С
а
р |"2 $ 1|)
Б
 (ж
р
) ехр {—Ji У/? + Х
в
 X
X s
a
p | c
a
p I"1 (ж
р
, ^
a
) + i (g, жр) cpa} d%p exp {— i VE + x B X
X | У a | I C
a
p Г1} | УаГвхр {— Wp
a
Cpi (?, I/a)} + О (| Уа Г ) - (5-25)
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АСИМПТОТИКИ Аа(Уа,Ра) (ВфА), JBy (В ф А, 0 ^ Y)-
Аналогично предыдущему случаю можно воспользоваться асимптоти-
кой (5.2) для Uв при | у$ | - > оо. Кроме того, в области ограниченных
\х$ | при | у
а
 | ->• сю имеем | х
а
 | -> °° и, следовательно, можно поль-
зоваться асимптотикой (4.14) для Q
a
- Поскольку х$ = сра^а + 5p
a
y
a
, то
в рассматриваемой области
\х* I = | W p £ I Ы — s i £ n ( W I cl?a Г\(£а, *р) + О (| г/
а
 I"1. (5.26)
В результате имеем
JBa Q/a, Pa) = < ^ , UB} = О(\Уа Г 2). (5.27)
В области ограниченных | яр | при | у
а
 | -> оо имеем: | ^c
v
 | -> оо,
/ Z//3 1 —^  °°- В результате, аналогично (5.27), получим
J%v (Уа, Ра) - <Ql UBy = О ( \ у а Г 2 ) . (5.28)
А с и м п т о т и к а J%$ (у
а
, р
а
) = <Ql, &в}, В = {(3, /}, В ф А.
В рассматриваемой области \ у$ |->сх), однако | ^ | ограничен и,
следовательно, компонента Ql не дает дополнительного убывания по
| у
а
 | . В ЭТИХ УСЛОВИЯХ
= FB (— ^а. Ра) | С^а |~2 J г|)Б (жр) (?g, a s (^, ^ а ) X
X ^ехр {— i К ^ 7 + к2
в
 5
а р
 | с
а р
 I"1 (#
а
, лгр)> ^3^(3 X
X ехр {— i YE + к% | г/а 11 с
а
$ I"1} | y
a
 j " 1 + О (| у
а
 |" 2). (5.29)
Формулы (5.25)—(5.29) описывают с точностью] до О (| у
а
 Г
1) вклад
процессов перестройки в асимптотику] коэффициентов %q (г/а, ра). Иссле-
дуем теперь вклад в асимптотику процессов развала, описываемых сла-
гаемым U
o
 (X, р
а
) в представлении (5.1) для трехтельной волновой функ-
ции 4 V
А с и м п т о т и к а До (Уа, Ра) = (el{q' Х(Х\ С/
о
>.
Воспользуемся для U
o
 асимптотикой (5.2) и введем замену перемен-
ных Х
а
 = Х
а
 | у а Г1. Тогда | Х\\ = \
 Уа
 \ V^+ \%a\\ d3X
a
 = |
 Уа
 | 3 d3X
a
 И
(Уа, Ра) = | Уа \~v> \F0(X, pa) exp {i | уа \[(q,\xa) -
| | x
a
 | 2) J/*d%
a
 (1 + О (I у а Г1)). (5.30)
Для вычисления старшего члена асимптотики интеграла в правой части
(5.30) воспользуемся методом стационарной фазы [33]. Рассматриваемый
интеграл имеет вид!
R3
где / (х
а
) = (q, ос
а
) — У~Е ]/~1 + | х
а
 |2, а точка стационарной фазы сов-
падает с
^ = q (I - q2yy>.
Следовательно, методом стационарной фазы получим:
JФ(х
а
) exv{i\y
a
\f (x
a
)} dHa = (2я)3/2j Уа|-3/2х
X ехр {г\ у
а
 | / (Sao) + in sign £/4} \ Z \-% (1 + О (| y
a
 j"1)), (5.31)
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где через X обозначен гессиан — определитель матрицы вторых пронз-
ен
2/
водных, %и =
 Г
 J , вычисленный в точке х
а
 = х
ао
. Непосредственным
вычислением находим:
£ = -Е-1 (Е - ga)e/l- (5.32)
Д л я Е > q2 ^> 0, очевидно, справедливо неравенство £ <^ 0.
В точке стационарной фазы х
а
 = х
ао
:
X = {х
а
, Уа} = {| Уа \ %а0, Уа} = {q \ Уа \ (Е — ф)~У*, | Уа \ Уа},
I X I = I 0а | У Т + ТЖ^ГТ» = | Уа | V ^ (Я -
и, следовательно,
X = X | Z |-i = Х
о
В результате получаем
/оо(г/«, Ра) = (2я)-*/.e-^E-3UF0(X0,pa)X
х ехр {- i V^^t I г/а |} | г/а Г1 + о (| г/
а
 |-2). (5.33)
А с И М П Т О Т И К а Да (г/а, Ра) = <<?а, С о^>-
Вновь используем асимптотику (5.2) и замену х
а
 = х
а
 | г/
а
 р
1
:
0^9а = | Уа |*4 J F0(l,Pa)exV {—iYJ\ya\ VT+JIZf} X
X (1 + | г« |2)-s/4 ^ ^ (х
а
 | г/
а
 |, у
a
 I j /
a
 I) d*x
a
 (1 + 0(1 y
a
 |-i)).
Разобьем пространство интегрирования на две части:
где шар К (\ у
а
 \) = {х
а
: \ х
а
 \ <^ с \ у
а
 Г
1}, а константа с выбрана
такой, что при | х
а
 | ^> с имеет место асимптотика (4.14) для (?а- Подын-
тегральная функция ограничена, следовательно, при \ у
а
 \ -^ °° интег-
рал по области К (| у
а
 |) убывает не медленнее объема шара К (| у
а
 |),
т. е. как О (\ у
а
 |~3). Поэтому можно пренебречь этим интегралом и всю-
ду заменить компоненту Q
a
 ее асимптотикой (4.14), справедливой в об-
ласти R |
a
 \ К (| у
а
 |). В результате получим
f7
o{XiPa)fa,as{Za,ya)X
8 2 0
X г"» (1 + г2)-6/, ехр {г | j /
a
 | (\q | г - ]/ Я f l + r2)} (1 + О (| у
а
 I"1)), (5.34)
где использовано обозначение г = | х
а
 |. Асимптотика интеграла по ме-
ре dr вычисляется с помощью метода стационарной фазы. В результате
имеем
Па {Уа, Ра) = (2я)К Я^ 4 1 g | в"^/* 5 ^о(^,Ра) X
X / 1 as (*
a
, У a) d4a ехр { - I V E - q* \y
a
\}\ У а Г + О (\
Уа
 | " 2 ) . (5.35)
А с и м п т о т и к а Jq
ov
 (у
а
, Ра) = <<??, ^ о > . 7 ^ а -
Пользуясь формулой Ху = СуаХа + 5
va
z/
a
 и проводя замену x
v
 =
=•"=
 x £
v
сб Г
1
, представим | X \ в виде \ X \ = \ у
а
 \ (1 + Су£ \$
у
 —
a | 2 ) 1 / ? - Аналогично рассмотренному выше случаю, разобьем про-
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странство Riy на области R | Y = К ( | уа |) (J R 3 \ # ( | # а | ) и пре-
небрежем интегралом по К ( \у
а
 \), убывающим как О ( | у
а
 \~3 ) при
I г/а | -> оо. В области R| Y \ К ( \ уа \ ) справедлива асимптотика (4.14)
для Qy. Пользуясь этой асимптотикой, получим
Joy = | С
уа
 Г
3
 | У а \-% S Fo(X'iPa) /?, as (%, #а) | ^ I"1 X
X (1 + Суа | f
 v
 — S
va
y
a
 |2)-6/4 ехр {?' | у
а
 | (| J
v
 | | g |
 С
"* —
- ) / # (1 + с?11 ху - svaya |2)Vi)} d3£v (1 + О (| У а |-i)). (5.36)
Асимптотика интеграла в правой части (5.36) вычисляется с помощью
метода стационарной фазы. В результате получим
Joy (Уа, Ра) = О ( |
 Уа
 | ~ 2 ) . (5.37)
Подставляя (5.24), (5.25), (5.27) —(5.29), (5.33), (5.35), (5.37) в представ-
ление (5.11), получаем асимптотику (5.9) для коэффициентов %q (ya, ра)
при | у
а
 | -^ ° ° , что и завершает доказательство теоремы.
Отметим, что при вычислении вклада функции U
o
 (X, /?
a
), описываю-
щей процесс развала, в асимптотику коэффициентов %q (г/а, ра) точка
стационарной фазы существует лишь при Е Г> q2. Следовательно, при
фиксированной энергии Е = Е
о
 слагаемые <ф
д
, £/0> с q2 ^> Е
о
 экспонен-
циально убывают при \ у
а
 \ ->• ос и вклада в асимптотику соответствую-
щих коэффициентов %q не дают.
§ 6. Трехчастичная матрица рассеяния и эффективные амплитуды
В предыдущем параграфе были построены асимптотики функций
Ха{Уа, Ра) при \ у
а
 \ -+ оо и получено представление эффективных ампли-
туд в терминах трехчастичных амплитуд процессов 2 —~> (2, 3). Более
содержательным является, однако, обратное представление, позволяющее
определить отвечающие этим процессам компоненты трехчастичной мат-
рицы рассеяния по эффективным амплитудам задачи (2.11). Такое пред-
ставление дается следующей теоремой.I
Т е о р е м а 6. В условиях теоремы 5 компоненты трехчастичной
S-матрицы, отвечающие процессам рассеяния 2 —» (2, 3), выражаются
в терминах эффективных амплитуд следующим образом:
SAA0 (Уа, Ра) = 8jjfi (уа ~ Ра) + 2i (2п)-^рАо (Е) рА (Е) А^ (уа, р а ) , (6.1)
где А = {а, /}, А
о
 = {а, /0}, рв (Е) = ((Е + к%)/2)1^1— для упругого
и неупругого каналов,
SBA, (ft, Pa) = 2i (2я)-5/2 р А о (Е) 9 в (Е) сР:4 х
X I й3жр% (ц) ехр {— i VE + хв (ж
Р
, щ) s
a<x} x
X ( 2 Л%} (9р Ра) Ч4ГР) (х
е
) + J d3q (,Л
в
(—УГ'Я'Ра X
X ехр {i (g, х$) с^} + AB(—y^q,Pa) Q% as (^ У$))), (6.2)
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для каналов перестройки (В Ф А),
A. (X, р
а
) = 2 (2я)"2 р
Ао
 (Е)
 Ро
 (Е) е-ьч* (2я (1 + %l)-Y* A
o
 (y
a
, t
a
 УГх
а
, р
а
) +
J
o
 (y
a
, I VEb Pa) finite» да) d*q) (1 + 4 ) ^ (6.3)
— для канала трехчастичного развала, где р0 (Е) = УEI2, ха =
Г\\
Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим сначала амплитуды развала F
o
,
перестройки FB, а также упругого FAQ И неупругого FА, А Ф Ао, рас-
сеяния в терминах эффективных амплитуд, определяемых формулами
(5.3) — (5.7). Согласно теореме 1 волновая функция г|) 0^ (X, ра), отвечаю-
щая процессам рассеяния 2 —> (2, 3), а также ее компоненты ег(Ра' Уа\л«,
Uв, U
o
 лежат в пространстве § и потому для них справедливо адиабати-
ческое разложение по базису {ф
а
}, в котором коэффициенты разложения
вычисляются как скалярное произведение данной компоненты и базис-
ной функции в гильбертовом слое L2 (R*a). Будем пользоваться обозна-
чениями таблицы. Асимптотики при \ у
а
 \ —>- ос каждой из приведенных
в таблице функций с точностью до О ( | у
а
 \~х ) были вычислены в ходе
доказательства теоремы 5. С помощью этих асимптотик, а также асимпто-
тик (5.2) для компонент трехчастичной волновой функции Ч*'А0, выразим
соответствующие трехчастичные амплитуды через эффективные амплитуды.
А м п л и т у д а р а з в а л а F
o
 (X, р
а
).
Пользуясь представлениями (4.1), (4.13) и обозначениями таблицы,
запишем компоненту U
o
, описывающую процесс трехчастичного развала,
в виде
и0 (х, Ра) = 11 <Ф„, ио> ^  = 2 ( 2 -Ст 2 of +
Щ (6.4)
Рассмотрим асимптотическое поведение слагаемых в правой части (6.4)
при | X | —>• оо в области Q
o
 трехчастичного развала [27], где все частицы
далеки друг от друга.
Дискретный спектр реперного оператора дает экспоненциально малый
вклад в асимптотику £/0, поскольку в области Qo при | X \ -> оо имеем
\ х$ | -> оо и, следовательно,
£ - 1 / | 8
п
| \хр\}\хе\-1 = о(\хь\-") V/V>0.
Вклад слагаемых, содержащих /QV У ^ ai имеет порядок малости
О ( | X |"7 / г), так как /QV — | J^C |~2, а дополнительное убывание как| X |~3/2 есть следствие метода стационарной фазы при интегрировании по
мере d3q. Тем самым, вклад порядка О ( | X |~б/2) дают лишь слагаемые
d*q (Ла + 4о) (e-4q- Xa) + Ql) (6.5)
Jq0* + Jl>)~Ql v ^ c c . (6.6)
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Можно убедиться, что последний интеграл имеет в Q
o
 при | X | ->• оо
асимптотику вида
= К
ау
 ехр {- ixy (1 + т?)-1/. с~а\ УЕ\Х\}\Х )"5/2 + О (| X |-7/2), (6.7)
где TV = | ху | | у у I"1. Зная асимптотику (5.2) для £/0, отсюда заключа-
ем, что К
а
у = 0 и весь вклад в асимптотику U
o
 дается интегралом (6.6).
Вычислим сначала асимптотику интеграла
пользуясь формулами (5.30) и (5.37). Обозначая т
а
 = | х
а
 | | у
а
 Г
1
, £а —
= Т
а
 (1 + Ta)~V% Запишем | Жа | = Sa | -X" |, I У а | = £а I ^ I ^  Точка
стационарной фазы совпадает с
Яо = &х V Е±
а
.
Тогда, пользуясь методом стационарной фазы в R3, найдем
J d*q (Jq
oa
 + Jq
m
) e~4q> ^ = (2jt)3/.(l + xly1 Е*1ч»*1* X
X A
o
 (y
a
, U V"E £a, Pa) exp {—iV¥\X\}\X Г / г +О(\Х р 7 / я ) . (6.8)
Для изучения асимптотики второго слагаемого в интеграле (6.5) вос-
пользуемся формулами (5.30), (5.35), (4.14) и одномерным методом ста-
ционарной фазы. Точка стационарной фазы совпадает с | q \ = £
а
 ] / # и
г
следовательно, в старшем порядке
*q (Jq
a
 + Jq0) Ql = V ^ (1 + 4)- 1 / 2 ^ Л ^ я / 4 exp {-iVE\X\}\X \~'^ X
X J Л (&*» U K^?, Pa) /a?a? " (^ a, ^a) ^2? + О (\ X |-V«). (6.9)
Сравнивая асимптотики (5.2), (6.8), (6.9) и учитывая (6.7), получаем сле-
дующее соотношение:
F
o
 (2,
 Ра
) = V2n (1 + т£)-К £3/1
е
-ш/4 ( 2 я (1 + T|)-V4 ^ О (уа, ^ у~Е £а, ра) +
(6.10)
А м п л и т у д ы п е р е с т р о й к и FB {у$, ра), В Ф А.
Пользуясь обозначениями таблицы, домножая| компоненты UB на
соответствующие собственные функции парной подсистемы грв (х$) и ин-
тегрируя по мере d3Xfi, будем иметь
+ J ^ g J d 3 X a ( д о + 2 J%) (е~^ ж«> + 2 Щ У в Ы. (6.11)
V a
Построим асимптотику правой части равенства (6.18) в парной обла-
сти Qp [27] при | г/р | -> оо. Компоненты (?^, у Ф (3, экспоненциально
убывают в этой области и потому слагаемые, содержащие Qy или /S
v
 =
==
 ^ v^» ^"^X н е дают вклада в асимптотику.
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Таким образом, существенный вклад от дискретного спектра реперных
операторов в асимптотику UB дают только слагаемые вида
В области Q? при \ у$ | -> оо справедливо представление
\Уа\ = \с<я\[Ур\ — C
a
pS
ap (#р, Яр) + О (| Ур Г1),
Пользуясь асимптотикой (5.19) и формулами (6.12) и (4.2), находим
Ы /вр (Уа, Pa) Ql (У$, Sp) d*4 = «^ В } (— &> Ра) X
X | c
aS I"
1
 J фв Ы г|4ар) (я
р
) ехр {— w
a p VJE + к% (0Р, жр)} d8sp х
X ехр {- i VE + х^ | ур |} | го I"1 (1 + О (| ур |"1)). (6.13)
Можно показать, что слагаемые в правой части (6.11), содержащие
J%y или Qy {у Ф (3), убывают в Qp при \ у$ \-+ ooj как О (\ у$ Г2) и,
следовательно, не дают вклада в старший член асимптотики. Тем самым,
такой вклад от непрерывного спектра реперных операторов могут вносить
только члены (/вр + /во) (е~г(<2'Х(х) + Ql)> Вычисляя методом стационар-
ной фазы асимптотики интегралов
можно убедиться, что они убывают в Qp П Р И \ У& I —** °° как О (\ у$ |~2)#
Следовательно, остается изучить в том же пределе поведение члена
JB$Q^S И J%Qe~ a . Из асимптотик (5.29), (5.33) находим соответственно:
'гр = ^ в (у,,, д, р
а
) \ с
а 3 1 '
1
 ехр {- i К ^ + х | |у
р
|} {у?}'1 X
X ^ехр {— icpa (g, ж
р
) — I VE + х^s
a | 5 (ур, ж^ )> г|5В (жр) dsx^+O(\ у$ \~2), (6.14)
ц, q, Ра) | с
а? I"
1
 ехр {— i VE + х
в
 | Ур |} | г/р j " 1 X
X J ехр {— i VE + x | s
a p (^fl хР)} <2ЬЙ5в (*|?) d'^p + O(| г/р |~2). (6.15)
Суммируя информацию, содержащуюся в формулах (5.2), (6.11),
(6.13)—(6.15), окончательно будем иметь
FB (#З> Ра) = I cpa | 1\ d3x^B fa) ехр {— i У Е + к% sa P (рр, хр)} х
X
п
в (fa* Ъ Pa) Ql, as (^р, ^р) + - 4 Б (#р, д, Ра) ехр {l (q, Жр) Ср^})] . (6.16)
А м п л и т у д ы ^ А (Уа, Ра) к а н а л о в у п р у г о г о и н е у п -
р у г о г о р а с с е я н и я .
Представим функцию UA В виде
5Фа^ ^А> ф^ (6.17)
269
и рассмотрим асимптотику обеих частей (6.17) при | у
а
 | -*• °° в области
Q
a
. Пользуясь формулами (5.2), (5.8), (5.13) и (5.24), находим
FA (&а, Ра) = Л] ($
а
, р
а
), А = {а, /}. (6.18)
Чтобы завершить доказательство теоремы, воспользуемся формулами,
связывающими амплитуды процессов 2 —> (2, 3) в системе трех тел с со-
ответствующими компонентами матрицы рассеяния [34]:
FBA0 (0р, Ра) = i (2n)5/2 (2рБ (Е) рАо (E))~i (6аЭ6,Л6 (уа —]ра) - 5 В А . (&, Ра)),
(6.19)
П А 0 (X, р а ) = (2jt)V. £3А (2рАо (Е) р0 (i?))-i 5 o A o (X, ра). (6.20)
Суммируя информацию, содержащуюся в формулах (6,10), (6.16),
(6.19) —(6.20), получаем соотношения (6.1) —(6.3):
§ 7. Асимптотики индуцированных калибровочных полей
Изучим поведение «дискретной» части калибровочного поля А (у
а
)
при | у
а
 | —> оо. Нам понадобится? следующий простой алгебраический
факт. Пусть I — самосопряженный оператор с невырожденным спектром,
действующий в гильбертовом пространстве Т. Пусть g, g0 £ Т — реше-
ния уравнений
(l-e
o
)g = 6, б б Т, (I - е0) £0 = 01
соответственно. Тогда для произвольного элемента t f: T справедливо
представление скалярного произведения:
<g, От = <£о, От + т, (7.1)
где | т | <J.Const || t\\x\\ б ||х. Доказательство этого представления основа-
но на существовании ограниченного оператора (Z — e j " 1 \T± на подпро-
странстве T-t = Т 0 {g0}.
Справедливо следующее утверждение.
Л е м м а 8. В условиях леммы 6 & теоремы 4 имеют место следую-
щие асимптотики компонент А
тп
 (у
а
) калибровочного поля при \ у
а
 | —>-
—> о о :
1) £Ъш собственные функции дискретного спектра реперного операто-
ра ф
т
, ф
п
 принадлежат различным асимптотическим сериям, описывае-
мым теоремой 4, то
А
тп
 (Уа) = О(\
Уа
 ГА); (7.2)
2) Если функция (р
п
 принадлежит главной асимптотической серии,
т. е. ф
п
 >- г|)п » ^ ^ справедлива асимптотика (7.2);
3) ^сдгг ф
т
, ф
п
 принадлежат одной асимптотической серии, отличной
от главной, то А
тп
 (у
а
), вообще говоря, не убывают при \ у
а
 | -> оо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях леммы 6 и теоремы 4, для всех
7 = 1,2,3 vy (ху) = О ( | ху |~3/2-м), ^ > 3 / 2 , при | * э | - * о о . Тогда,
пользуясь формулами (4.7), (4.11), (4.12) и представлением (7.1) для опе-
ратора I = hay, получим для произвольной функции Ф (х
а
) £ L2 (R3):
<<JW Ф> = < ^ V ) , Ф> + О ( | у
а
 |-/«). (7.3)
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Предполагая д^ф
п
 £ L2 (R3), пользуясь формулой (7.3) для Ф = д^
п
и определением (2.10), находим:
А»п
П
 (г/а) = <^Т\ ^ ф
п
> +О(\у
а
 [ * ' * ) .
Из соотношения
= ^ <г|)(Г\
 Ф
„> - < ^ < Г \
 Ф п
>
с использованием (7.3) для Ф = д^тУ) следует
А^гап Ы = <г|) <7\ ад("П> + О ( | у* Г'*). (7.4)
Далее,
Поскольку tymp локализована в области малых | х
у
 |, a ty^ — в области
малых | Х|з |, из представления (7.4) сразу получаем утверждения 1) и 3)
леммы. Утверждение 2) получается с учетом (7.5), поскольку, по опреде-
лению S
a
a = 0.
Отметим, что если в системе отсутствует перестройка и развал, т. е.
возможно лишь упругое и неупругое рассеяние, то лемма 8 гарантирует
асимптотическое убывание калибровочного поля А (у
а
) при | у
а
 \ -> оо
порядка О ( | у
а
 Г
9/4).
III. Калибровочные поля адиабатических представлений
с одномерной базой
§ 8. Система трех одномерных бозонов
В настоящем и последующих параграфах рассматриваются модель-
ные ситуации, в которых одна из задач метода адиабатических представле-
ний — реперная задача — является явно решаемой. Тем самым, в этих
задачах можно явно построить репер {ф
а
}, вычислить оператор связно-
сти А и исследовать асимптотику элементов А
тп
 при 772, п —>• оо.
В настоящем параграфе рассматривается квантовая система трех без-
сшшовых частиц с дельта-образным взаимодействием интенсивности g £
6 R во всех парах [17], [35]—[37]. Волновую функцию системы будем счи-
тать симметричной относительно перестановок частиц, моделируя ста-
тистику системы трех бозонов спина нуль. В системе центра масс задача
рассеяния для таких частиц эквивалентна [36], [37] задаче рассеяния
2j
акустических волн в секторе Ф CZ R
ф = { {г, 9}: г 6 Н+, —я/6 < 9 < я/6}.
В полярных координатах {г, 9} гамильтониан системы действует в гиль-
бертовом пространстве L2 (R+X [—зт/6, я/6], rdrdQ) и может быть пред-
ставлен в виде
Н = -dl — r~xd
r
 - г~
2
д1 (8.1)
Оператор Н самосопряжен на области определения
25 (Я) = Wl (Ф, dr dQ) f] {и: д
в
и |
е = = ± я / 6 = =F rgu |в=±я/в> и |r==0 < °°}-
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Условие и [
г=0 <[ сю эквивалентно отсутствию в системе трехчастичных
сил [37].
Удобно использовать стандартную замену переменных
v (г, 0) = гИц (г, 0), (8.2)
приводящую к спектральной задаче
оо
{—д2г®1+\ ®L (r) dr) v = Ev, (8.3)
о
где реперные операторы
L (г) - - Г ^ е - (4Г2)"1 (8.4)
самосопряжены на областях определения
т (L (г)) = W\ [— я/6, я/6] П {/: d
e
f |
э = ± я / в = + rgf |е=+л/б}
в пространстве $F
r
 = L2 [—я/6, я/6]. Спектральная задача (8.3) эквива-
лентна исходной задаче.
Ей = Ей. (8.5)
Спектр реперных операторов L (г) является чисто дискретным, а их
собственные функции ф
п
 (9, г)\
L (г)
 Ф п
 (0, г) = 8
П
 (г)
 Ф п
 (0, г), (8.6)
образуют ортонормированный базис (подвижный репер) в $>. Это позво-
ляет представить решение^задачи (8.5) в виде адиабатического|разложения
Яфп(9»0' (8.7)
п
где
Я/6
—л/6
Спектральная задача (8.6) для реперного оператора L (г) допускает
явное решение. Поведение термов
г
п
 (г) = г"2 (к2
п
 (г) - 1/4)! (8.9)
таково, что при всех г термы не пересекаются.
Мы рассмотрим случай g > 0, отвечающий дельта-функциональному
отталкиванию в парных подсистемах и исключающий существование
двух- и трехтельных связанных состояний. В этом случае существуют
две серии решений реперной задачи (8.6).^0дна из них имеет вид
ф 2 п (9, г) = w2n (r) cos (к2п (г) 9), п = 1, 2, . . . , (8.10)
где w2n — нормировочные коэффициенты^
Щп (г) = (я/6 + sin (nk2n (г)/3)/к2п (г))"1/»,
а &2п (г) — решения уравнения
Кп (г) = rg ctg (пк2п (г)/6). (8.11)
Другая серия определяется формулой
ф2п+1 (9, г) = w2n+1 (r) sin (к2п+1 (г) 9), п = 0, 1, . . . , (8.12)
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где iv2n+i "~ нормировочные коэффициенты
2^п+1 (г) = (я/6 — sin (пк2п+1 (г)/3)/к2п+1 (г))"1/*,
а к2п+1 (г) — решения уравнения
hn+i (г) = —гвг tg (я/с2п+1 (г)/6). (8.13)
Следуя общей схеме метода адиабатических разложений (см. раз-
дел 1), подставим разложение (8.7) в уравнение (8.3) и спроецируем ре-
зультат на ф
т
 (9, г) в f
 г
 В силу^полноты и ортогональности набора {ф
п
}
в результате получим эффективное уравнение
[ - (д
г
 ® / + А)2 + Л (г) ] х = #Х (8.14)
в пространстве Ж = L2 (R+, JJ), где
Л (г) - diag {e
w
 (r)}.
Оператор связности А действует в пространстве Ж как оператор умноже-
ния на операторнозначную функцию А (г):
А = 1
Т
 (g) А (г),
где 1
Г
 — единичный оператор в L2 (R+), а операторы А (г), действующие
в it, определяются матричными элементами
Аптп (Г) = <ф
п
, ^гФт>Г
г
. (8.15)
Величины А
пш
 (г) могут быть явно вычислены, например,
я (Л2п — &
- я (к2п + Л2т)/6) - (£2П — &2т)"2 (sin (я (к2п — Й2т)/6) — я (к2п J— Л2т)/6)).
(8.16)
Анализируя соотношения (8.10)—(8.16), можно получить следующие
асимптотики элементов А
пт
 (г):\
Апт (г) = О (яг"2), т ->• оо,
-4nm W == О (ГГ1), П-+ оо,|
•4nm (г) = О (т^гГ1), п,т-+оо.
Эти асимптотики обеспечивают сходимость ряда 21 I ^nm I2 <C °° Д л я
n, m
всех г б R+. Следовательно, оператор А (г) является оператором Гиль-
берта — Шмидта в пространстве Z2 для всех г б R+.J
Поставим задачу рассеяния для эффективного оператора
Я = —(а
г
 ® / + Л)2 + Л (г), (8.17)
действующего в пространстве #£. Для этого рассмотрим асимптотический
эффективный оператор
#0 = — (дГ <8> ^ + /г <£> -^оо)2 + /
r
 ® Лес,
где Лоо = lim А (г), Лоо = lim Л (г). Из соотношений (8.10)—(8.16) сле-
Г->сх> Г->оо
дует, что
А
тп
 (г) = c
m n
r-
2
 + О (Г3), г ^ оо,
Л
т п
 (г) = б
т п
е„ (г) = О (Г2), г ^ оо.
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Тем самым пределы А^ и Лоо существуют и равны нулю. Следовательно,
асимптотический эффективный оператор имеет вид
Н
о
 = -д\ 0 1. (8.18)
Рассмотрим оператор Н
о
, заданный на области определения
Ж (#о) - W\ (R+, It) П {% : X U = 0}
в качестве невозмущенного оператора. Его собственные функции %as (г, /?)
имеют вид
%as ( r ? £ ) = (е-гУЁт __ eiVEry Jv
где / — произвольный элемент J ^l\. Решения эффективной спектраль-
ной задачи (8.14) для возмущенного оператора Н асимптотически при
г-> ос представимы в виде:
X (г, Е) ~ ^ ^ / ш с - ^ ^ / o u t . (8.19>
Определим эффективную матрицу рассеяния *Seff (Е) для пары операто-
ров II0, Н и произвольного /тс б 4 следующим образом:
/out - Se f f/ino (8.20).
Эффективная ^-матрица, определяемая соотношениями (8.19), (3.20), яв-
ляется оператором в пространстве Ъ\:
S (Е) = {S
mn
 (Е)}
т
,
 п=0.
Получим соотношение, связывающее *Seff (Е) и полную 5-матрицу ис-
ходной задачи в секторе Ф. В случае g^> 0 (отталкивание) полная £-мат-
рица имеет единственный нетривиальный блок 5°, отвечающий процессу
3 —>- 3. Его можно определить как оператор, переводящий амплитуду при
сходящейся сферической волне в R2 в амплитуду при расходящейся сфе-
рической волне. Именно, решение и (г, 6) задачи (8.4) имеет при r - v o o
следующую асимптотику;
и (г, Q, Е) ~ r-'/se-^'"Sine (0) + r-Ке'"^ ' S
o u t (— 6).. (8.21)
Назовем оператор
S°: S i n c (в) м- S o u t (9)
с ядром £f° (6, 9r, E) матрицей рассеяния для процесса 3 —>• 3 в секто-
ре Ф.
Используя адиабатическое представление (8.7), асимптотику (8.19) и
определение (8.20), можно получить следующее асимптотическое пред-
ставление для функции и (г, 0, Е) при г-> оо:
и (г, 0, Е) ~ г-Ъе-^ъг Ц /
т Ф
~ (0) — г-Ке*^' 2 Фт (0) S S%
n
 (E) J
n
, (8.22)
т т п
где /
т
 — компоненты вектора / i
n c
, а под ф~ (0) понимаются пределы
(в среднем в L2)
Фж = Н т ф
т
 (г, 0).
Г->оо
Легко убедиться, что
Ф2°°т (0) - K67S cos (3 (2/тг + 1) 0), ф2°°т+1 (0) - УШ sin (6 (m + 1) в).
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Сравнивая асимптотики (8.21), (8.22) и используя ортогональность функ-
ций ф
т
, получим следующие соотношения:
g° (6, 9', Я) = — 2 S S**
n
 (Е)
 Ф
~ (— 9) ф~ (9'), (8.23)
т п
я/6 я/б
S%
n
(E)=— 5 dQ I de'S°(—8,0',^)<р~(е)ф~(9'). (8.24)
—Я/6 -Я/6
Соотношения (8.23) и (8.24) реализуют связь между операторами Н и Н
в терминах матриц рассеяния. Они являются аналогами соотношений
(5.3)—(5.7) и (6.1) —(6.3), полученных для системы трех трехмерных час-
тиц с быстроубывающим взаимодействием общего вида.
В рамках рассматриваемой модели можно, однако, наполнить более
детальной информацией соотношения (8.23), (8.24) и получить точное вы-
ражение для эффективной матрицы рассеяния 5®ff (E). Именно, в рабо-
те [37] было получено следующее точное выражение для ядра Sf° (9, 9', Е):
сУ0(9, 9', Е) = В (я/3 -Q,E)B (9, Е) В (я/3 + 9, Е) б (9 - 9'),
(8.25)
где
В (а, Е) - (iVE cos а + g) (iVE cos а — g)"1. (8.26)
Отсюда, используя (8.24), получаем
я/б
— _ £ dQB (я/3 — в,Е)В (9, Е) В (я/3 + 9» Е) фт (9) Фп (— 6). (8.27)
—Я/6
§ 9. Искривленный квантовый волновод
В настоящем параграфе рассматривается пример применения метода
адиабатических представлений к квантовомеханической волноводной за-
даче. Мы исследуем систему, динамика которой задается уравнением
Шрёдингера в криволинейной плоской полосе Q фиксированной шири-
ны d с некоторыми самосопряженными граничными условиями, изме-
няющимися вдоль полосы. Такая система может служить моделью рас-
пространения электронов в пленках или наноэлектронных электрических
цепях. Будем называть такие системы искривленными квантовыми вол-
новодами [38], [39].
Обозначим через dQ = dQ_ (J dQ+ стенки волновода и будем пола-
гать д£1_ и dQ+ идентичными, т. е. граничные условия на dQ_ и dQ+ —
совпадающими. Тогда процесс распространения электрона в волноводе
описывается следующей краевой задачей в Q:
Здесь через д
п
 обозначена производная по внутренней нормали к dQ.
Введем локальные координаты (v, s), ассоциированные с полосой Q.
Переход к локальным координатам (v, s) порождает следующую метрику
5* 273
B R 2 :
dx2 + dy2 = g
ss
ds2 + gwdv2,
где (x, у) — декартовы координаты, а компоненты g
a
$ метрического тен-
зора равны
g
ss
 = g = (1 + vC (s))2, gvv = L
Через С (s) обозначена кривизна dQ±. Якобиан перехода к локальным
координатам (v, s) дается формулой
Замена переменных (х, у) -> (v, s) является регулярной в любой точ-
ке Q, если d < | С (s) Г1 для всех s £ R. Оператор Лапласа А = д2
х
 -\~ д\
в координатах (v, s) записывается, как обычно, в виде
= (1 + vC (s))'1 (d
v
 (1 + vC (s)) d
v
 + d
s
 (1 + vC (s))"1d
s
). (9.2)
Всюду ниже будем предполагать кривизну С (s) малой, а именно, счита-
ем выполненными условия
dk < 1 < АС"1, С = max | С (s) |, (9.3>
где к — волновое число: ^ = /с2. В этих условиях оператор Лапласа мож-
но аппроксимировать с точностью до О (С) оператором
Аарр = д\ + С (s) d
v
 + d2
v
 (9.4);
и перейти от (9.1) к рассмотрению приближенной краевой задачи
|v=o> (9.5>
Последняя порождает оператор — А
а р р
, действующий в гильбертовом^
пространстве
§ = L2 ([0, d] X R, pj (v) dvds),
где p
s
 (v) = exp {vC (^)/2}. Оператор — А
а р р
 самосопряжен на области
определения, задаваемой краевыми условиями (9.5), и может быть пред-
ставлен в форме (1.6):
арр
где реперный оператор L (s) задается выражением
L (s) = — д\ — С (s) d
v
.. (9.6)
С таким представлением ассоциировано гильбертово расслоение с одно-
мерной базой R и гильбертовым слоем f
s
 = L2 ([0, d], pi (v) dv). Легко
проверить, что реперные операторы L (s) самосопряжены на области опре-
деления
25 (L (s)) = W\ ([0, d], р\ (v) dv) П W : d
v
y |
v = = 0 = 7 (s) Ф (0),
d
v
^ |
v
=d = — T (s) if) (d)}.
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Самосопряженность операторов L (s) гарантирует полноту и ортого-
нальность системы {ф
п
} их собственных функций,
L (s) ф
п
 (s) = г
п
 (s) ф
п
 (s), (9.7)
что позволяет представить решение краевой задачи (9.5) в виде адиаба-
тического разложения:
j<P»(v,«), (9.8)
где %7i (s) = <ф
п
, ЧУ? . Подставляя (9.8) в (9.5), получим эффективное
уравнение стандартного вида
[- (д
а
®1 + А)* + Л (s) ] х (s) = Е
г
 (*), (9.9)
где А
тп
 (s) = <ф
т
, д
в
ф
п
>, Л (s) = diag {e
n
 (s)}.
Реперная задача (9.7) в рассматриваемом случае допускает явное ре-
шение. Именно, заменой переменных
г|) (v, s) = p
s
 (v)
 Ф
 (v, s) (9.10)
она трансформируется в краевую задачу
— д%Ц
п
 (v, s) - к\ (s) Ц
п
 (v, 5),
ev*n|v=o = Y(*)*n(O), (9.11)
dvtyn |v=d = — Y («) *n ( d ) '
где
й£ (5) - en (s) - C2 (s)/4. (9.12)
Замена переменных (9.10) порождает пересчет метрик:
L2 ([0, Д, p 2 s (v) dv) ^ L2 ([0, d], dv).
Следующие факты есть простое следствие штурм-лиувиллиевского ха-
рактера задачи (9.11):
Собственные числа к
2
п
 {s) задачи (9.11) совпадают с корнями уравнения
kl (s) = 2k
n
 (s) у (s) ctg (dk
n
 (s)) + у2 (s). (9.13)
Спектр L (s) чисто дискретный, пересечение термов отсутствует,
а собственные функции имеют вид
я|)
п
 (v, s) = (d (т2 (s) + kl (s))/2)-K (у (s) sin (k
n
 (s) v) +
+ k
n
 (s) cos (k
n
 (s) v)), ii = 0 , l , 2 f . . . . (9.14)
Отметим, что для у (s) б С2 (R) реперные функции ф
п
 (v, s) дважды не-
прерывно дифференцируемы по параметру 5, что оправдывает формаль-
ную схему метода адиабатических представлений.
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Непосредственным вычислением для матричных элементов оператора
связности получаем формулу
Km (s) = <фп> 5^фщ> = - у /Vn (^ ) iVm (5) ((кт — кп)"г sin (d (кт — Ап)) (у (dsy —
— k
m
d
s
k
m
) + d
s
k
m
k
n
 (у + 1) + 7^SC (s)) +
+ (A
m
 + К)'1 sin (d (A
m
 + k
n
)) (— у (d
s
y — k
m
d
s
k
m
) + д8кткт (у + 1) —
— Y^C (5)) + (k
m
 — A
n
)71 (cos (d (A
m
 — A
n
)) — l)*(A
n
 (5,Y — k
m
d8km) —
— d8fcmv (Y + !)) + (km + KT1 (cos (d (Aw + An)) — 1) (— A:n (<9sy — kmd8km) —
— 0 A ^ (Y + !)) - (Y2 - k
m
k
n
) 0
s
C (s) ((k
m
 - k
n
f (cos (d (A
w
 - AJ) - 1) -
- (К + КГ2 (cos (d (k
m
 + A
n
)) - 1))), (9.15)
в которой нормировочные коэффициенты N
n
 (s) равны
N
n
 (s) = (d (Y2 (s) + Л& (*))/2)-^. (9.16)
Из формул (9.13) — (9.16) в частности следует, что
Апт (s) = О (т^гГ1) при т, п —>- оо.
Следовательно, для всех s G R оператор Л (s) является оператором Гиль-
берта— Шмидта в пространстве 1\.
Отметим, что хотя в рассмотренной выше простой модели отсутствует
пересечение термов, в общей ситуации, например для волноводов с неод-
нородной внутренней средой, такое пересечение может иметь место.
В этом случае унитарная эволюция репера определена лишь в тех облас-
тях Mj d M — R, где термы не пересекаются. Для описания связи между
такими кусочно заданными операторами эволюции следует обработать
информацию о локальном поведении связности A (s) в окрестности точек
пересечения термов и о самом характере этого пересечения. Такая ин-
формация может быть получена на основе методов спектральной теории
операторов Штурма—Лиувилля [40]. Обозначим через / (v, 5, Я) решение
задачи
/ ( 0 , * Д ) = 1,
d
v
/ (v, 5, X) |
v = 0 — — у (s)
и определим функцию
E(s,k) = d
v
f(d,s,l) +y(s)f(d,s,k).
Термы 8
n
 (s) совпадают с корнями дисперсионного уравнения
S (*, е
п
 (*)) - 0,
а кратность' вырождения уровня е
п
 (s) в точке s = s0 совпадает с крат-
ностью корня, т. е. равна яг0, если
dm
 р
 . _ 0
для всех т ^ т0. Теорема Гельмана — Фейнмана [30] позволяет исполь-
зовать эту информацию для исследования характера сингулярности ка-
либровочного поля A (s) в окрестности точки s = s0.
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§ 10. Квантовый волновод с потерями
В настоящем параграфе изучается задача, отличная от рассмотренных
выше. Именно, мы рассматриваем квантовый волновод с импедансными
граничными условиями на стенках и строим соответствующий оператор,
позволяющий дать строгую математическую (операторную) трактовку за-
дачи, В представлении (1.6) реперные операторы оказываются уже не
самосопряженными, а диссипативными, что препятствует непосредствен-
ному применению метода адиабатических представлений. Мы однако по-
казываем, что спектр таких операторов чисто дискретный, а их собствен-
ные функции образуют базис Рисса. Это позволяет воспользоваться ме-
тодом адиабатических представлений и для исследования диссипативных
волноводных задач.
Итак, рассмотрим квантовый волновод с импедансными граничными
условиями:
(—d28—dl)u(x,s,k) = к2и{х, s, к), Q
д
п
и |ао = iy (s) ки |
а о
, 7 (s) б R-
Параметр у (s) для всех s считаем лежащим в пределах —1 <С у < О,
что не ограничивает общности рассмотрения. Условие у < 0 означает
диссипацию (уход энергии через стенки).
Построим новую спектральную задачу и докажем ее эквивалентность
(в указанном ниже смысле) исходной задаче (10.1). Для этого введем
пространство Ж = L2 [—d, d] © L2 l—d, d] двухкомпонентных функций
с энергетической метрикой
d
<¥, Ф>
Е
 = \ jj ( ^ + Vfo) dx, (10.2)
— d
где штрих означает дифференцирование по х. Рассмотрим оператор
0U
в пространстве Ж с областью определения
с некоторой функцией |3 (s) б R. Ее связь с у (s) получена ниже. При
Р (s) < 0 оператор 3d (s) диссипативен на 3) (53 (s)).
Рассмотрим пространство
и действующий в § оператор
^ ®S3(s)ds, (10.4)
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где оператор I
x
 действует как единичный по переменной х, а оператор f
имеет вид:
Т 0
с некоторыми операторами Т, Т10. Получим для них явное представление.
Непосредственными вычислениями можно убедиться, что если выполнено
соотношение
tr10 + г
2
 = -д!, (Ю.6)
то компонента Ч?
о
 решения W спектральной задачи
НУ = kW (10.7)
удовлетворяет краевой задаче
( - д% — д!) W
o
 (х, s,к) = к*У0 (х, s,k),
д
х
% \*=±d = ±Ф (s) №0 \x=±d =F Ф (s) (Т ¥0) | x = ± d . ( ' 8 )
Из сравнения задач (10.1) и (10.8) следует, что их решения совпадают,
если на дй± выполнено соотношение
д„ = У (в) р-Ч«) (д
х
 ± ф (s) T). (10.9)
Граница волновода dQ задается уравнением
x(s) =±d + x (*)]
(для простоты полагаем | т (s) \ <^ d). В этом случае нормальная произ»
водная д
п
 = (V, п) = п
х
д
х
 + n
s
d
s
 имеет вид
д
п
 = (1 + (^т) 2 Г Л (д
х
 - d
s
xd
s
). (10.10)
Сравнивая (10.9) и (10.10), находим
Р (*) = у (s) (1 + (d
s
r)T>, (10.11)
Т = ia, (s) d
s
, (10.12)
где
a (s) = - v ( Г 1 д
а
х (1 + (д.•*)*)-*.
Из (10.12) следует, что
Г
2
 = -a (s) i(d
s
a (s)) d
s
 + a (s) дЦ,
откуда, с учетом (10.6), имеем
Т10 = i (I - a 2 (s)) df - ia (s) (0sa (s)) ds. (10.13)
Таким образом, мы можем перейти от исходной краевой задачи (10.1)
к спектральной задаче вида (1.12)
с диссипативными реперными операторами 33 (s) и одномерной базой R.
Реперная задача
Ш (s) Ф(п> (х, s) = e
n
 (s) Ф<п) (х, s) (10.15)
допускает явное решение. Спектр оператора 33 (s) чисто дискретный,
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ig (5),
1 - P (»)
1 + P (•)
а его собственные функции
Ф^
п)
 = <2e
n
 ( s ) V d ) " 1 (e fe«V9(s>* + (— 1 ) "
e
-
i K
образуют базис Рисса:
2 < •, Ф("'*>е Ф< П ) = 2 < ' . Ф(П)>е Ф ( П >* = /», (Ю.16)
= б
п т
. (10.17)
В силу эквивалентности задачи (10.14) исходной краевой задаче (10.1),
а также благодаря соотношениям (10.16), (10.17) для исследования дис-
сипативной задачи (10.1) может быть применен метод адиабатических
представлений в базисе {ф(п> (х, s)}.
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